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1فصل اوّل: دایره
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قلعهٔ فلک الافلاک که از دوره ساسانیان در شهرستان خرم آباد 
بر جای مانده است.

چرا در ساخت بسیاری از قلعه ها در کشورمان از شکل دایره 
استفاده شده است؟
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اهداف کلی فصل 1 

1 آشنایی با وضعیت های مختلف خط و دایره نسبت به هم و اثبات برخی قضایای مربوط به آنها؛

اندازه  بین  ارتباط  در خصوص  قضایایی  اثبات  و  ظلی  محاطی،  مرکزی،  زوایای  با  آشنایی   2

زوایای مذکور و اندازه کمان های متقابل یا محصور بین آن زوایا؛
3 آشنایی و اثبات قضایایی درباره روابط طولی در دایره و استفاده از آن روابط در حل مسائل؛

بر  تأکید  با  آنها  ویژگی های  درک  و  محیطی  و  محاطی  دایره های  و  چندضلعی ها  با  آشنایی   4

مثلث ها، چهارضلعی ها و چندضلعی های منتظم.

اوضاع نسبی خط و 
دایره نسبت به هم

زاویه در دایره

فصل اول

رسم مماس بر دایره

حالت های دو دایره 
نسبت به هم

مماس مشترک

چهارضلعی محیطی و 
محاطی

مثلث محیطی و 
محاطی

زاویه مرکزی

زاویه محاطی

زاویه ظلی

چندضلعی های منتظم 
محیطی و محاطی

مفاهیم اولیه و دایره

چندضلعی محیطی و محاطی 

رابطۀ طولی در دایره
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اهداف درس

1 آشنایی با تعریف دایره و مفاهیم کلیدی در دایره نظیر: وتر، کمان، قطر و زاویه مرکزی؛

2 بیان وضعیت نقطه نسبت به دایره و مشخص کردن نزدیک ترین و دورترین نقطه روی دایره 

نسبت به یک نقطه خاص؛
3 تشخیص وضعیت خط و دایره نسبت به هم و بیان حالت های مختلف آن؛

4 رسم خط مماس از یک نقطه در روی دایره بر آن؛

5 آشنایی با زاویه مرکزی، قطاع و پیدا کردن اندازه زاویه مرکزی، طول کمان روبه رو و محیط 

و مساحت قطاع؛
6 تعریف زاویه محاطی و اثبات اندازه آن و پیدا کردن اندازه زوایای محاطی در دایره؛

7 تعریف زاویه ظلی و اثبات اندازه آن و پیدا کردن اندازه زوایای ظلی بر دایره؛

8 پیدا کردن اندازه زاویه بین دو قاطع بر دایره و زاویه بین دو وتر متقاطع در داخل دایره براساس 

اندازه کمان های محصور بین آنها.

چند نکته خطاب به همکاران محترم قبل از تدریس درس اول:

1 از قبل به دانش آموزان گفته شود که خط کش و پرگار همراه داشته باشند.

2 درس اول را می توان در 3 یا 4 جلسه 75 دقیقه ای، با توجه به آمادگی دانش آموزان، ارائه داد.

3 مطالبی که پیشنهاد می شود در جلسه اول ارائه شود: مفاهیم اولیه دایره، اوضاع نسبی نقطه نسبت به 

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

درس  اوّل
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دایره، اوضاع نسبی خط و دایره، رسم مماس بر دایره از نقطه روی آن، زاویه مرکزی و پیدا کردن طول کمان 
روبه روی زاویه مرکزی ) صفحات 10 و 11 و 12 تا انتهای »کار در کلاس« صفحه 12(.

انجام فعالیت صفحه 13 به عنوان تمرین از دانش آموز خواسته شود.
مطالبی که پیشنهاد می شود در جلسه دوم ارائه شود:

شروع با انجام فعالیت پایین صفحه 13 کتاب درسی، تعریف زاویه محاطی و اثبات اندازه آن در سال های 
مختلف به همراه حل چند نمونه مثال، تعریف زاویه ظلی به همراه پیدا کردن اندازه آن و حل چند نمونه سؤال 

ارائه شود. )صفحات 13 و 14 و 15 تا ابتدای فعالیت پایین صفحه 15(.
پیشنهاد می شود در جلسه سوم این مطالب بیان شود: زوایای بین دو وتر متقاطع در داخل دایره، زاویه 
بین دو قاطع بر دایره در خارج آن، رابطه طولی بین وترهای در داخل و خارج دایره )صفحات 15 و 16 و 18( 

تمرینات صفحه 16 و 17 برای حل در منزل پیشنهاد می شود.
در جلسه چهارم، حل تمرین های صفحه 16 و 17 و برگزاری آزمون احتمالی پیشنهاد می شود.

روش تدریس درس اوّل

می توان با استفاده از مفهوم مکان هندسی، وارد مبحث دایره شد؛ یعنی یک نقطه روی تخته رسم می کنیم 
و آن را O می نامیم. به کمک خط کش، یک نقطه فرضی به فاصله 10cm از O رسم می کنیم. سپس نقطه 
این  که  دانش آموزان خواهند گفت  آن گاه  آید.  به دست  نقطه  تا چند  ادامه می دهیم  و  پیدا می کنیم  دیگری 
نقاط دایره هستند. سپس دایره را تعریف می کنیم و نوع نمایش را، مطابق با رسم الخط کتاب، بیان می کنیم. 
)لازم به ذکر است که نیازی به ارائه تعریف دایره به عنوان مکان هندسی نیست. چون که جزء اهداف کتاب 

نمی باشد(.
نقطه روی تخته رسم می کنیم و  یعنی چند  به دایره می شویم؛  نقطه نسبت  سپس وارد مباحث وضعیت 
وضعیت آن را نسبت به مرکز دایره مقایسه می کنیم. در اینجا بد نیست به تقسیم نقاط صفحه به سه مجموعه 
می کنیم. حال  کامل  را  کتاب  بیان شود. جای خالی صفحه 10  دایره  و  نقطه  بعد وضعیت  و  اشاره شود 
وارد مبحث وضعیت خط و دایره می شویم. قبل از شروع این مبحث، بهتر است ابتدا به »یادآوری« پایین 
صفحه  10 اشاره و فاصله نقطه تا خط بیان شود و نشان داده شود این اندازه از هر فاصله دیگر نقطه تا خط 
کوتاه تر است. آن گاه به وضعیت خط و دایره اشاره و تعاریف بیان شود. سپس جای خالی صفحه 11 را 

به صورت زیر کامل می کنیم.
پ( نقطه مشترک ندارند. ب( یک خط بر دایره مماس است.  الف( 2  
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فعالیت صفحه 11 انجام می شود.
این فعالیت دو هدف دارد:

1 درک اینکه خط مماس بر دایره، بر شعاع دایره در نقطه تماس، عمود است.

2 آشنایی با نحوه رسم خط مماس بر دایره از یک نقطه روی آن.

دقت شود که این 2 موضوع بعد از حل فعالیت توسط دانش آموزان بیان شود.

انجام فعالیت صفحه 11 کتاب:
الف( نقطه F نزدیک ترین نقطه روی خط نسبت به O است؛ زیرا F تنها نقطه روی خط d است که روی 
دایره قرار دارد و بقیه نقاط خط d خارج دایره هستند. می دانیم که نقاط روی دایره با شعاع دایره برابرند، 

ولی نقاط خارج دایره، از شعاع بیشترند.
ب( نقطه F نزدیک ترین نقطه روی خط نسبت به O است؛ زیرا به خلف فرض می کنیم که خط عمود 
d در نظر می گیریم،  E را روی خط  D را قطع کند. آن گاه نقطه ای مانند  ′    F خط  در نقطه دیگری مانند 

 داریم:
∆

OFE  و 
∆

′OFF به طوری که FF    ′=F    ′E در دو مثلث 

∆ ∆         
′ ′=

′ ′ ′ ′≅ = =    →  = =
 ′ ′=

OF OF

OFF OF E F F OF OE r

EF FF
1 2 90

ض  ز ض

یعنی نقطه E نیز روی دایره قرار دارد که این با خط مماس d بر دایره C در تناقض است.

F

E

d

O

F′

پ( نتیجه: اگر F نقطه ای روی دایره باشد، شعاع OF و خط مماس بر دایره در نقطه F بر هم عمودند. 
قسمت پ »فعالیت« طریقه رسم خط مماس بر دایره از یک نقطه روی آن است. بهتر است این ترسیم مهم 

جلوه داده شود.
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طریقه رسم خط مماس از نقطه F روی دایره
نقطه F روی دایره را در نظر می گیریم. از نقطه F به مرکز دایره O وصل می کنیم. سپس از نقطه F روی 

خط OF بر آن عمود می کنیم. این خط بر دایره مماس است.
تعریف شود. زاویه  به همراه رسم شکل،  مانند شعاع، وتر، قطر، کمان و زوایای مرکزی،  مفاهیم کلی 
مرکزی را تعریف و اندازه زاویه مرکزی و کمان روبه رو را بیان کنیم. سپس به دنبال پیدا کردن طول کمان 
روبه رو به زاویه مرکزی باشیم. حل »کار در کلاس « صفحه 12 به دنبال این موضوع است که دانش آموز، 
با حل آن، اندازه کمان و طول کمان روبه رو به یک زاویه مرکزی را یاد می گیرد. سپس به کمک آنها محیط 

و مساحت قطاع بیان می شود.

حل »کار در کلاس« صفحه 12:
1 در مورد رابطه نوشته شده توضیح داده می شود که چگونه به دست آمده است.

  .AB AB OA OA° π=                          = × π = ×60
60 2

360 3
طول   2

طول  .A B A B OA OA° π=                          = × π = ×1 1 1 1 1 1
60

60 2
360 3  

AB AB L R
L

R
                              α π= ⇒ = ⇒ = α

π360 360 2 180

اندازه کمانطول کمان
محیط دایره   3

1 مساحت دایره 

360
برابر   1° 1 دایره است. پس مساحت زاویه مرکزی 

360
برابر  می دانیم یک درجه 

است؛ یعنی مساحت قطاع به اندازه زاویه α درجه برابر α برابر مساحت قطاع یک درجه است.
π= α× × π = αR

S R
2

21

360 360

»فعالیت« صفحه 13 چند هدف دارد: در شماره 1 و 2 می خواهیم بیان کنیم اگر دو وتر مساوی باشند، 
کمان های نظیر آنها برابرند و برعکس. در 3 و 4 و 5 می خواهیم بیان کنیم قطر عمود بر وتر، وتر و کمان 
روبه رو به وتر را نصف می کند و برعکس. از این هدف نتیجه می توان گرفت که عمودمنصف هر وتر از مرکز 

دایره می گذرد.

فعالیت صفحه 13

O2 زوایای مرکزی هستند. اندازه هر زاویه مرکزی با کمان روبه رو برابر است. O1 و  1 زاویه های 




∧

∧

=

=

O AB

O DC

1

2
   

∧ ∧
= ⇒ =AB DC O O1 2



7فصل اوّل: دایره
A

B

C

D

O
1

2

∆ ∆        

∧ ∧

 = =≅  = =    → =

 =

OA OD r

OAB ODC OB OC r AB DC

O O1 2

ض  ز ض

 =AB CD 2 فرض AB   =CD حکم 

∆ ∆ ∧ ∧       
= =

≅  = =    → =
 =

OA OC r

OAB OC D OB OD r O O

AB CD
1 2

ض  ض ض

نتیجه  در   =O CD1 و   =O AB2 مرکزی اند.  زوایای   O2 و   O1
 =AB CD

OA OB
OAH OH B

OH OH

∆ ∆ =
≅   =

 3

قائمه،  ضلع  یک  و  وتر  برابری  به  بنا   
∆

OH B و   
∆

OAH مثلث  دو 
همنهشت هستند.

 و O1 و O2 زوایای مرکزی هستند. 
∧ ∧

=O O1 2 در نتیجه AH   =HB و 
 =AD BD

A
B

C

D

O 1

2

A

C

B

DH
O

1
2

A

B

DH

O

1
2

O 4 را به A و B وصل می کنیم.

∆ ∆         
=

≅  =   →
 =

OA OB

OAH OH B OH OH

AH HB

ض  ض ض

 



 

= 
= ⇒ =


= 

O O

O AD AD DB

O DB

1 2

1

2

∧ ∧
= =H H1 2 90  در نتیجه  

∧ ∧
+ =H H1 2  و 180

∧ ∧
=H H1 2 و از طرفی 

 را در نظر می گیریم.
∆

ODC  ،
∆

OAB دو مثلث 
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 CE EB= CB است؛ یعنی  E  5 وسط کمان 

O1 و O2 زوایای مرکزی هستند.





O CE
O O

O EB

∧
∧ ∧

∧

=  ⇒ =
= 

1
1 2

2

OC OB

OC H OH B O O CH BH

OH OH H H

∆ ∆         

=


≅  =        → =
 =                   =

1 2

1 2

 + = →  = =H H H H1 2 1 2180 از طرفی 90

6 با توجه به فعالیت شماره 4 و 5 کافی است وسط کمان را به وسط وتر وصل کنیم و ادامه دهیم تا دایره 

را قطع کند. این پاره خط قطر دایره و عمود بر وتر است.
موضوع »فعالیت« پایین صفحه 13 اندازه زاویه محاطی است. ابتدا زاویه محاطی را تعریف و یک زاویه 

محاطی رسم کنید. سپس قضیه را ثابت کنید. سه حالت برای قضیه در نظر گرفته شده است.

C

B

EH

O

1
2

فعالیت صفحه 13
است.  متساوی الساقین   OBD مثلث  می کنیم.  وصل   O به  را   B  1

 و O1 زاویه خارجی مثلث متساوی الساقین است.
∧ ∧

= → =OB OD D B

O
O D B D D

∧
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = ⇒ = 1
1 2

2
∧

= AB
D

2
 در نتیجه 

∧
=O AB1 از طرفی 

2 در حالت دوم فرض می کنیم O بین اضلاع زاویه محاطی واقع باشد. 

D را به O وصل می کنیم و ادامه می دهیم تا کمان روبه رو را در E قطع کند.

∧
= AE

ADE
2

 و 
∧

= EB
E DB

2

  ∧ ∧ ∧
= + = + =AE EB AB

ADB ADE E DB
2 2 2

B

A

D

O 1

B

D

A

E

O



9فصل اوّل: دایره

3 در این حالت، مرکز دایره خارج زاویه مرکزی قرار دارد.

از نقطه D به O وصل می کنیم و ادامه می دهیم. آن گاه بنا به قسمت الف داریم:

∧
= ABE

ADE
2

 و 
∧

= BE
BDE

2

   ∧ ∧ ∧ −= − = − =ABE BE ABE BE
ADB ADE BDE

2 2 2

∧
= AB

ADB
2

در اینجا بهتر است از چند مثال برای یافتن اندازه زاویه محاطی استفاده شود. چند نمونه مثال در ادامه 
در قسمت مثال های فصل اول درس 1 ارائه شده است.

در انتها، به صورت یک قضیه، اندازه زاویه محاطی را بیان می کنیم )قضیه صفحه 14(. حال، زاویه ظلی 
را تعریف و چند زاویه ظلی رسم می کنیم. به کمک حل فعالیت صفحه 14 اندازه زاویه ظلی به دست می آید. 
بعد از حل فعالیت این صفحه، قضیه صفحه 15، که نتیجه فعالیت است، بیان می شود. هدف این فعالیت 

پیدا کردن اندازه ظلی در دایره است.

حل فعالیت صفحه 14:


∧
=DAC ABD

1

2
 و بنابراین 

∧
°=DAC 90 الف( 



∧
=DAB DB

1

2
ب( زاویه DAB یک زاویه محاطی است؛ بنابراین: 

 ( )
∧ ∧

− = −DAC DAB DBA DB
1

2
پ( از )الف( و )ب( داریم: 



∧
=BAC AB

1

2  منفرجه باشد. نقطه A را به O مرکز دایره وصل می کنیم و ادامه می دهیم  
∧

BAC ت( فرض می کنیم زاویه 
تا دایره را در نقطه D قطع کند.



∧ ∧
°= → =DAC DAC DA

1
90

2

E

B

O
D

A

B

A

D

O

C



10



∧
=DAB BD

1

2
زاویه DAB یک زاویه محاطی است 

  

∧ ∧ ∧
= + = + =BAC BAD DAC BD DA BDA

1 1 1

2 2 2

در این قسمت چند مثال بیان کنید تا دانش آموزان اندازه زاویه ظلی را یاد بگیرند.
»کار در کلاس« صفحه 15 حل شود. هدف، بیان نتیجه ای است که در ادامه آن بیان شده است. از این 
کار در کلاس برای اثبات فعالیت بعدی کمک گرفته می شود؛ بنابراین، بدون انجام دادن کار در کلاس، وارد 

فعالیت نشوید.

حل کار در کلاس صفحه 15:

 با هم برابرند؛ زیرا:
∧

ADC  و 
∧

BAD 1 الف( زوایای 

||AB CD ∧ و  ∧
    ⇒  =AD BAD ADCمورب

 محاطی هستند؛ پس،
∧

ADC  و 
∧

BAD AC برابرند زیرا زوایای  BD و  ب( کمان های 



∧
=BAD BD

1

2



∧
=ADC AC

1

2
 =AC BD از روابط فوق نتیجه می شود. 

2 الف( وترهای EF و GH رسم می شود و پاره خط EH را رسم می کنیم.

ب( زوایای FEH و EHG برابرند؛ زیرا:




∧

∧

=

=

F E H FH

E HG EG

1

2
1

2  

∧ ∧
⇒ =F E H E HG

بنا به عکس قضیه خطوط موازی و مورب، نتیجه می شود وتر EF موازی GH است.
می خواهیم زوایای بین دو وتر متقاطع در داخل یا امتداد آنها در خارج دایره را پیدا کنیم. با حل فعالیت 

پایین صفحه 15 و 16 این مقدار به دست می آید.
هدف این فعالیت؛ پیدا کردن زاویه بین امتداد دو وتر متقاطع در خارج دایره و زاویه بین دو وتر متقاطع 

در داخل دایره است.
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حل فعالیت صفحه 15:

AD  ||CF و AE مورب 
∧ ∧

⇒ =DAE FC E  1

FC یک زاویه محاطی است.  E زاویه 


∧
=FC E FE

1

2

BF  ||AD و BE مورب 
∧ ∧

⇒ =F BE DAE  2



∧
=F BE FE

1

2
 یک زاویه محاطی است. 

∧
F BE زاویه 

حل تمرین صفحه 16:

MA  ||BB  ′ و MB  \ 
∧ ∧

→ =M B1 1 الف( راه اول: از نقطه B موازی MA رسم می کنیم. 
 ′ =AB ADB ′  MA  ||BB پس 

∧ ′
= BB

B1
2

زاویه B1 یک زاویه ظلی است و اندازه آن برابر است با 

       ∧ ′ ′− −= = − = − =ACB AB ACB AB ACB ADB ACB ADB
B1

2 2 2 2 2 2

A

D

B

M
C

E

′B

1

 زاویه خارجی مثلث AMB است.
∧
B1 :راه دوم

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
= + → = −B A M M B A1 1 1 1

 زاویه ظلی
∧

= ADB
A1

2
 زاویه ظلی و 

∧
= ACB

B1
2

 ∧
⇒ = −ACB ADB

M
2 2B

D

M

A

C
1

1
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  MC   ||BD و   MB  ′  \  
∧ ∧

→ =M B1 می کنیم.  رسم   AC موازی  خطی   B از  اول:  راه  ب( 
زاویه ظلی است.



= DB
B1 2

 =AB CD از طرفی وتر BD موازی AC است؛ بنابراین 
    DB CDB CD CDB AB

M B
∧ ∧ − −= = = =1

2 2 2

C

B

D
A

M
′B

1

 زاویه خارجی مثلث MAB است.
∧
A1 راه دوم: از A به B وصل می کنیم. 

A B M M A B
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + ⇒ = −1 1 1 1

 زاویه محاطی
∧

= BC
A1

2
 زاویه ظلی و 

∧
= AB

B1
2

   −= − =BC AB BC AB
M

2 2 2
بنابراین داریم 

B

M

A

C

1

1

−= → − =y x
y x31 62

2
 2

+= → + =y x
y x91 182

2
,  =     =   x y60 122

 
α = =x

30
2

31
91

α
y

x
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  ( ),
∧ − − −=     = = = ⇒ =MQN MN x x

MN x C x
360

70 110
2 2

 3



  ( ),
∧ − − −=     = = = ⇒ =QMP QP y y

QP y B y
360

80 100
2 2

 

  ( ) ( )∧ − − + − += = = =QM PN x y
A

360 360 110 100
75

2 2 2
                                            

4 شعاع CO را ادامه می دهیم تا دایره را در نقطه E قطع کند.

 || → =CD AB CA DB

|| ,
∧ ∧

             → =CD AB CE C O
       مورب  

. C یک زاویه محاطی است و  

∧
=O BE O یک زاویه مرکزی است و اندازه آن چنین است:  زاویه 

  = =CA DB BE . بنابراین 


=DE
BE

2
؛ بنابراین 

∧
= DE

C
2

اندازه آن چنین است: 
  



+= = ⇒ =CA DE CA
CA

3
75 50

2 2
 و  =DB  و 50 = − =CD 180 100 80

. از طرفی AC  ||BD. پس وترهای محصور به  =ACB ADB AB 5 قطر دایره است؛ بنابراین 1 

2  =AD CB این دو وتر موازی، مساوی هستند؛ یعنی: 
طرفین رابطه 1 را از طرفین رابطه 2 کم می کنیم.

     − = − ⇒ =ACB CB ADB AD AC DB

.AC   =DB :اگر دو کمان برابر باشند، وترهای نظیر به آن دو کمان برابرند؛ یعنی
6 مثلث AMO و ABO متساوی الساقین هستند.

∧
= = → = αOA AM R AOM

∧ ∧
= + α = αBAO AOM 2  زاویه خارجی مثلث AOM است؛ پس 

∧
BAO از طرفی 

∧ ∧
= = αM BO BAO 2 مثلث ABO متساوی الساقین است. BO  =AO در نتیجه 

O

C

B

D

A

E

75
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O

B

A

M
R

R
R

α
β

 OH ارتفاع   ،
∆

ABO متساوی الساقین  مثلث  در  اول:  راه   7

نیمساز و میانه است.


∧
= =O AB 60

∧ ∧
= =O O1

1
30

2

: tan
∆

 = → = ⇒ = =HB
OH B OH

OH OH
3 5 15

30 5 3
3 3

O

BA H

60

∧ ∧
β = + α = αABO 3 زاویه β زاویه خارجی مثلث BMO است؛ پس 

R  =2H  =10 پس = =HB OB R
1 1

2 2
 پس 

∧
=O1 OHB زاویه 30 راه دوم: در مثلث 

OH   2=OB2-HB2=100-25=75
=OH 5 3

OA=OB  =AB  =10 .متساوی الاضلاع است OAB راه سوم: مثلث
= = ×OH AB

3 3
10

2 2
و OH طول ارتفاع مثلث متساوی الاضلاع است که برابر است با 

=OH 5 3

8 از O بر دو وتر عمود می کنیم. می دانیم قطر عمود بر وتر، وتر را نصف می کند.

, ′=         =HB AB H D CD
1 1

2 2

′> → > → >AB CD AB CD HB H D
1 1

2 2
HB H O HB H O′ ′⇔ > ↔ − >   :  2 2 2 2 0 1

BHA

D

′H

O

C
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در مثلث های قائم الزاویه OHB و ′  ODH بنا به رابطه فیثاغورس داریم:
+ =

′ ′⇔ + = +
′ ′+ =

OH HB OB
OH HB OH H D

OH H D OD

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

′ ′⇔ − = −HB H D OH OH2 2 2 2

بنا به رابطه 1 سمت چپ تساوی فوق مثبت است پس سمت راست تساوی هم مثبت است یعنی
OH   ′2-OH     2>0 ⇔ OH   ′2 >OH     2 ⇔ OH   ′ >OH     

مسائل تکمیلی درس اول

ندارد.  قرار  دایره  خارج   A(m ,m   -1) نقطه  است.  مفروض   5 شعاع   .  (0,0) مرکز  به  دایره   1

محدوده m کدام است؟
( )≤ ⇒ + − ≤OA r m m2 21 5

⇒ 2m2-2m -4 ≤ 0
2-1m

+-+2m2-2m   -4

m   ∈  [-1,2]
2 نزدیک ترین فاصله نقطه A به دایره C   (O,R) برابر 2 و دورترین فاصله نقطه A تا دایره برابر 10است. 

اگر A خارج دایره باشد، شعاع دایره چقدر است؟
از نقطه A بر دایره عمود می کنیم؛ یعنی از A به O وصل می کنیم و ادامه می دهیم. AC بر دایره عمود 
است؛ زیرا بر خط مماس در نقاط A و C عموداند. کمترین فاصله A تا دایره AB و بیشترین فاصله A تا 

دایره AC است.
AB   =OA-OB   =2
AC    =OA+OB   =10 ⇒ 2OA=12 ⇒ OA=6

6-OB  =2 ⇒ OB   =4  

C
O B A
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3 در شکل زیر مساحت قسمت هاشور زده را به دست آورید. )شعاع دایره 4 است و شش ضلعی منتظم است(

نظیر  کمان های  پس  است؛  منتظم  برابرند. شش ضلعی  نظیر  کمان های  باشند،  برابر  دایره  در  وترها  اگر 
6x =360 → x =60 :ضلع های شش ضلعی برابرند؛ یعنی

از طرفی O زاویه مرکزی است.

Ο

( )= × = =OABS 23 3
4 16 3

4 4
مثلث OAB متساوی الاضلاع است. 

از طرفی مساحت قطاع AOB برابر است با
( ) ( )π π=

24 60 8

360 3

S هاشور= S قطاع - S مثلث= π −8
3

3

Β Α

Ο

x

x

x

x

x

x

4 طول وتر AB در دایره C   (O,R) برابر 10 سانتی متر است. اگر فاصله وتر AB تا مرکز دایره برابر 

5 باشد. طول کمان AB را به دست آورید. 3

مثلث OAB متساوی الساقین است و OH نیمساز و میانه است از طرفی قطر عمود بر وتر، وتر را نصف 
می کند.

( ) ( )+ = ⇒ + = ⇒ =OH HB OB OB OB2 2 2 2 2 25 3 5 10

O، حال طول کمان AB برابر است با
∧

°= 60 مثلث OAB متساوی الاضلاع است. و 
( )

AB
π π             = × =10

60
180 3

طول کمان BA

O

H
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5 در شکل زیر A=60° است و شعاع دایره برابر 4 سانتی متر است. طول کمان ′  MM و مساحت قطاع 

′  OMM را به دست آورید.
∧ ∧

°′= =M M 90 از O به M و ′  M وصل می کنیم و 
 بنابراین، مساحت قطاع ′  MOM برابر است با:

∧
′ =MOM 120 پس 

) قطاع )π × π= =S
24 120 16

360 3 ( )π π× =4 8
120

180 3
MM برابر است با  ′ و طول کمان 

M

′M

AO

 را بیابید.
∧

BOC  و 
∧
A  و 

∧
C  ، اندازه  =DC 150  و  =AB 100 6 در شکل زیر 

، زاویه A محاطی است.  °= − =BC 180 100 80 AC قطر دایره است. 



∧
°= =A BC

1
40

2
 = − =AD DC180 30

 زاویه محاطی است.

∧
= =C AD

1
15

2
 =BC 80 BOC مرکزی است و اندازه آن برابر است با  زاویه 

C

B

A
D

O

 
∧

BOC  و 
∧

BAC  است. مقدار α و 
∧

= α +BOC 15  و 
∧

= α −BAC 10 7 در شکل صفحه بعد 

را بیابید.


∧
=BAC BC

1

2
BAC یک زاویه محاطی است و اندازه آن  زاویه 

∧ ∧
°′= =M M 90
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و زاویه O یک زاویه مرکزی است 


∧
=BOC BC

از روابط فوق نتیجه می شود که: 
∧ ∧

=BOC BAC2

 
α+15=2(α-10) ⇒ α=25

 
,

∧ ∧
=         =BOC BAC40 15

، آن گاه زاویه  °=EF 110  و  °=CD 40  و  °=AB 60 CD  ||BE و  AB  ||FC و  8 در شکل زیر 

FCD چند درجه است.
∧

 

 

  

||

||

⇒ =
  ⇒ = = =

⇒ =

AB FC AF BC
AF BC ED x

BE CD ED BC
  + + + =   →  + + + =x AB CD EF x3 360 3 60 40 110 360

x =50
∧ += = =FD

FCD
50 110

80
2 2

9 در شکل زیر اندازه x و اندازه زوایای A و B و C را به دست آورید.

2x +3x +4x =180 ⇒ x =20
( )

∧
= =A x

1
4 40

2

( )
∧

= =B x
1

3 30
2

( )
∧

= =C x
1

2 20
2

C

A

O

B

C

D
E

B
A

F

B

C

A

3
2

4

x
x

x
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CB

A D

E

12 در شکل زیر اندازه x را به دست آورید.


∧
°= =O BC 80 زاویه O یک زاویه مرکزی است. 

 زاویه محاطی

∧
= =BAC BC

1
40

2  


∧
= =EAB x AB

1

2
EAB یک زاویه ظلی است.  زاویه 

 = − =AB BC180 100

( )
∧

= = =EAB x
1

100 50
2 B

C

AE

O
80

x

10 با استفاده از زوایای محاطی ثابت کنید مجموع زوایای داخلی هر مثلث 180 درجه است.

دایره ای رسم می کنیم که از سه رأس مثلث بگذرد. زوایای A و B و C محاطی هستند آن گاه







  ( )

∧

∧ ∧ ∧ ∧+

∧

= 

=  → + + = + + =



= 


A BC

B AC A B C AB AC BC

C AB

1

2
1 1

180
2 2
1

2

 BCE مثلث  کنید  ثابت  است.  متوازی الاضلاع  یک   ABCD چهارضلعی  زیر  شکل  در   11

متساوی الساقین است.
∧ ∧

=A C چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است.  1 




A BD
A E

E BD

∧

∧ ∧

∧

=  ⇒  =
= 

1

2
1

2

 2 از طرفی E و A زوایای محاطی هستند.  

، مثلث BEC متساوی الساقین است.
∧ ∧

=E C از 1 و 2 نتیجه می شود 

B C

A
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AT برابر α+120 باشد،   برابر 3α-10 و اندازه کمان 
∧

ATx 13 اگر در شکل زیر اندازه زاویه ظلی 

α و β زاویه ATx را بیابید.
 

∧
= ⇒ =ATC AC AC

1
140

2


∧
β = =BC 140

 ( )
∧

= ⇒ α − = α +AT x AT
1 1

3 10 120
2 2

α = =140
28

5

( )
∧

= − =AT x 3 28 10 74

NC را بیابید. BM و  14 در شکل زیر اندازه 

 

 

+= ⇒ + =BM NC
BM NC60 120

2

 

 

−= ⇒ − =BM NC
BM NC30 60

2
 به دست می آید. =NC  و 30 =BM از حل دستگاه 90

A C

T

β

O

70

x

N

C

B

M

3060

BE را بیابید. DC و  15 در شکل صفحه بعد اندازه 
 

 

+= ⇒ + =BC DE
BC DE70 140

2
     ( ) ( ) + + −   + −  = =BC DE CD BE CD BE140

28
2 2

 − = −CD BE 84
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+ = ⇒ + =CD BE
CD BE110 220

2
 ,=              =CD BE152 68

B

F

C

D

E

A28

70

B

C

F

E

M
D

∧ ∧
°+ =B D 180 16 در شکل زیر M وسط کمان EF است. نشان دهید 

 =EM MF EF است.  نقطه M وسط 
دو وتر FE و CM در داخل دایره متقاطع هستند.

 ∧ += CBE FM
D

2
 1  

 زاویه محاطی
    ∧ + += = =CM CF FM CF EM

B
2 2 2

 2  
روابط 1 و 2 را با هم جمع می کنیم.

   ∧ ∧ + ++ = + = =CBE FM CF EM
D B

360
180

2 2 2
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N1 را به دست آورید. 17 در شکل زیر مقدار x و اندازه زاویه 

 , ,
∧

= −          =  +          =  +AL x BT x N x210 10 9 17 6 28

  ( ) ( )∧ +  − +  += ⇒ + =BT AL x x
N x2

10 10 9 17
6 28

2 2
x =7 ⇒ N =70

B
L

T

N

A

2

 و C =120 باشد کمان a و b را بیابید.
∧

=M 45 18 در شکل زیر؛ الف( اگر 

120+a +b =360 ⇒ a   +b =240

( )
∧ ∧− = ⇒ − = =a b
M a b M2 45

2
/ , /=      =  a b142 5 97 5

M را بیابید.  = اندازه زاویه  =a b c
6 4 5

ب(اگر 
=

=
=     ⇒  + + = = ⇒ = ⇒

=
=

a x
a

b x a b c x x
b

c x

6
144

4 15 360 24
96

5

∧ − −= = =a b
M

144 96
24

2 2

M

C

a

B

b

T

A

∧
=M 45
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اهداف درس
1 پیدا کردن طول پاره خط هایی که در دایره ایجاد می شود و پاره خط هایی که دو وتر متقاطع در دایره 

می سازند یا دو قاطع بر دایره ایجاد می کنند؛
2 رسم خط مماس بر یک دایره از نقطه ای خارج دایره بر آن؛

3 بیان وضعیت دو دایره نسبت به هم و پیدا کردن تعداد مماس های مشترک آنها؛

4 رسم مماس مشترک خارجی و داخلی بر دو دایره؛

5 حل مسائل کاربردی به کمک روابط طولی در دایره.

تعداد و مباحث جلسات درس دوم:
جلسه اول: ادامه رابطه طولی در دایره، قضایای صفحه 18، رسم مماس بر دایره از نقطه ای خارج 

دایره، فعالیت »کار در کلاس« صفحه 20 و وضعیت دو دایره نسبت به هم صفحه 20.
جلسه دوم: مماس مشترک ها و رسم مماس مشترک داخلی و خارج دو دایره و حل تمرین صفحه 23.

روش تدریس درس دوم

جلسه اول:
در این درس به رابطه بین اندازه پاره خط های حاصل از دو وتر متقاطع در دایره یا امتداد آن دو در خارج 
دایره یا پاره خط هایی که به واسطه یک خط مماس و قاطع از یک نقطه خارج دایره رسم می شود می پردازیم. 

هدف این درس، پیدا کردن طول این پاره خط ها به کمک رابطه بین پاره خط ها است.

رابطه طولی در دایره

درس  دوم



24

در تدریس این درس بهتر است به تشابه دو مثلث در حالت دو زاویه اشاره، و سپس شکلی رسم شود که 
دو وتر متقاطع باشد و طول سه پاره خط معلوم باشد امّا طول پاره خط چهارم مشخص نباشد. از دانش آموز 
می شویم  بحث  وارد  مثال،  این  با  کرد.  پیدا  را  مجهول  قسمت  این  طول  می توان  چگونه  می کنیم  سؤال 
یاد  دانش آموزان  و  می شود  ثابت  قضیه  فعالیت صفحه 18،  با حل  می کنیم.  بیان  را  قضیه صفحه 18  و 
می گیرند چگونه طول پاره خط مجهول را بیابند. به همین ترتیب، ادامه فعالیت به اثبات قضیه دوم )صفحه 
19( می پردازد. بعد از اثبات آن حتماً به چند مثال اشاره و از دانش آموز خواسته شود مثال ها را حل کنند. 

نمونه ای از این مثال ها در ادامه آمده است.

حل فعالیت صفحه 18

 ,A DB C DB A C
∧ ∧ ∧ ∧

= = ⇒ =1 1

2 2
C دو زاویه محاطی هستند.  A و  1 زاویه 

. .AM DMA CABM CMB AM MB CM DM
CM MBM M

∧ ∧∆ ∆  = → = ⇒ =
= 1 2



زز

 
2 برای این شکل همانند قسمت )1( عمل می کنیم و به همان نتیجه می رسیم.

. از طرفی، زاویه  MTA AT
∧

= 1

2
MTA یک زاویه ظلی است و اندازه آن برابر است با:  3 زاویه 

MTA TBM
∧ ∧

= TBM در نتیجه:   AT
∧

= 1

2
TBM یک زاویه محاطی است 

.
M M MA MT

MTA MTB MA MB MT
MT MB

MTA TBM

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧

 = → = ⇒ =
 =

2


زز

 
یکی از مباحث مهم دایره، رسم خط مماس از یک نقطه خارج دایره است. برای رسم خط مماس، ابتدا 
دانش آموزان  به  می کنیم  می کنیم. سعی  بیان  را  مماس  طریقه رسم خط  می شود.  بیان  مماس  ویژگی خط 
آموزش دهیم به دقت رسم را انجام دهند. سپس به کمک » کار در کلاس« صفحه 20 نشان می دهیم طول 
مماس هایی که از یک نقطه خارج دایره بر آن رسم می شود، برابر است. » کار در کلاس« را خود دانش آموزان 

حل کنند.

حل کار در کلاس صفحه 20

الف( از O به T و ′    T وصل می کنیم. در مثلث  MTO و MT    ′O (   OM   =OM و ′   OT  =  OT) وتر و 
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یک ضلع قائمهٔ همنهشت هستند از همنهشتی نتیجه می شود: ′    MT   =MT. همچنین از همنهشتی نتیجه 
می شود:

.M1=M2 

T ′

T

MO

حالت های دو دایره را نسبت به هم، به کمک رسم شکل، بیان می کنیم و به کمک ریاضی نیز نشان می دهیم 
که دو دایره متخارج در چه حالتی اتفاق می افتد. به همین ترتیب برای حالت های دیگر، بعد از بیان حالت ها، 

از چند مثال استفاده می کنیم.
جلسه دوم: مماس مشترک و رسم مماس مشترک دو دایره

دو دایره و چند خط برد و دایره مماس رسم می کنیم. آن گاه مماس مشترک را تعریف می کنیم. سپس به 
کمک حل فعالیت صفحه 21 طول مماس مشترک دو دایره متخارج را به دست می آوریم. سپس طریقه رسم 
مماس مشترک داخلی و خارجی را بیان می کنیم که با حل فعالیت  نیز به این هدف می رسیم. در این قسمت 
باید دایره به دقت رسم شود. از دانش آموزان به عنوان یک کار عملی، خواسته شود تمام مماس مشترک 
دو دایره در حالت های مختلف را دقیق رسم کند و برای جلسه بعدی به کلاس بیاورد. در این فعالیت، طول 
مماس مشترک دایره را حساب و آنها را رسم می کنیم. کتاب در این قسمت اشاره ای به مماس مشترک 
داخلی و خارجی نکرده است. بهتر است مماس مشترک خارجی و داخلی را برای دانش آموزان بیان کنید.

حل فعالیت صفحه 21

یعنی:  عمودند؛   MT مماس  خط  بر  دو  هر  که  هستند  دایره ها  شعاع های   OT   ′ و   OT الف(   1

T از طرفی ′   O  ′H     ||TT و ′   OT   ⊥ TT بنابه قضیه خطوط موازی و مورب نتیجه می شود.  T
∧ ∧

′= = 90

H در نتیجه زاویه چهارم چهار ضلعی TT  ′O  ′H قائمه است؛ بنابراین، چهار ضلعی یک مستطیل 
∧

=1 90

.O  ′H=TT   ′ و OT   =O  ′T   ′=R ′ :است. پس
ب( در مثلث قائم الزاویه O O  ′H بنابه رابطه فیثاغورس داریم:

OO  ′2=OH   2+O  ′H2    ,    O  ′H   =TT   ′    ,    d      =OO  ′    ,    OH=R-R  ′  
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( )d OH TT TT d OH d R R′ ′ ′= + ⇒ = − = − −2 2 2 2 2 2 2  
پ( خط های m و n بر هر دو دایره مماس اند.

مماس های MT و ″     MT بر دایره مماس اند. بنابه »کار در کلاس« قبل O  ′M نیمساز زاویه M است. 
به همین دلیل OM نیمساز زاویه M است. از آنجا که زاویه M فقط یک نیمساز دارد، پس OM و O  ′M بر 

هم منطبق اند؛ یعنی ′  OO از M می گذرد.
ت( خط O  ′H بر دایره مماس است.

 C     ″ بر دایره O  ′ می نامیم. از نقطه C     ″ دایره ای رسم می کنیم و آن را R-R  ′ و به شعاع O ث( به مرکز
 T را در C وصل کرده و ادامه می دهیم تا دایره H را به O .می نامیم H مماس رسم می کنیم و نقطه تماس را
قطع کند. حال از T خطی به موازات O  ′H رسم می کنیم. این خط در نقطه ′   T بر دایره ′     C مماس است. 

′  TT مماس مشترک خارجی دو دایره است.

R
H

T

O
O′

T ′

R′

2 مثلث OO  ′H قائم الزاویه است. و چهار ضلعی ′   O  ′H     TT یک مستطیل است.

TH=O  ′T   =R   ,   O  ′H   =TT   ′  
بنابه رابطه فیثاغورس در مثلث داریم:

OO  ′2=O  ′H   2+OH    2 ⇒ d    2=TT    ′2+ (R + R   ′)2  

( )TT d R R′ ′= − +2 2  
3 اگر دو دایره مماس خارج باشند، آن گاه ′   d    =R + R  با جایگذاری در رابطه مماس مشترک خارجی 

دو دایره داریم.
( ) ( ) ( )TT d R R R R R R RR′ ′ ′ ′ ′= − − = + − − =2 2 2 2 2  

 AB به یک فاصله است؛ پس روی عمود منصف AB از دو سر پاره خط O نقطه OB   =OA =R  4

هر  است.   AB پاره خط  عمود منصف  روی  هم   O  ′ نقطه   O  ′A  =O  ′B   =R  ′ ترتیب  همین  به  است.  واقع 
پاره خط فقط یک عمود منصف دارد. پس ′  OO روی عمود منصف AB واقع اند.
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حل تمرین های صفحه 23:

 MA   =x  و طول MC    =6 و DM   =3 :برابر 9 است، پس CD با توجه به اینکه طول وتر DM
MC

= 1

2
 1

آن گاه طول BM=     11 - x است بنابه رابطه طولی در دایره داریم:
DM      .CM=AM      .MB  ⇒  3*6=x     (11-x )⇒ x 2-11x     -18=0  

x     =2,9  
AM
MB

= 2

9  
PA2=PB     .PC  2

( ) ( )x x x x= + ⇒ + − =2 210 3 20 20 300 0  
x =10  ,  -30 که x =   -30 قابل قبول نیست.

PB   =10   ,   PC    =10+20=30  

B

p

A

C

10 3

ON    =R  -10   ,   OM   =R  -16 3 شعاع دایره بزرگ را R می نامیم. 

از طرفی قطر عمود بر وتر، وتر را نصف می کند. ON    = ON    ′=R  -10 بنابه رابطه طولی در دایره داریم:

NO     .ON    ′    =OM    .OB ⇒ (R  -10)2=(R -16)R ⇒ R  =25  
( ) ( ( ))R MB R R′ = = + − =1 1

16 17
2 2

شعاع دایره کوچک برابر است با نصف MB یعنی 

بر یک دایره مماس اند   MT4 MT و  از طرفی   MT=MT3 بر یک دایره مماس اند   MT3 MT و   4

.MT=MT4

.MT=MT2 به همین ترتیب MT=MT1 بر یک دایره مماس اند پس MT1 و MT

, ( )d TT d R R R R′ ′ ′= = − − = ⇒ − =2 28 3 7 1  5

 ( )TT d R R R R′ ′ ′= − + = ⇒ + =2 2 15 7  
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R =4 از حل دستگاه داریم: 
R  ′=3  

6 هر یک قطاع 120 درجه است. پس مجموعه سه قطاع 1200 داریم یعنی یک دایره کامل داریم پس 

طول نخ برابر محیط یک دایره به علاوه 3 برابر طول AB که 2 برابر شعاع دایره است.

3AB   =2πr    +3(2r)=2πr   +6r + محیط دایره = طول نخ  

مساحت هاشور برابر است با مساحت مثلث متساوی الاضلاع منهای مساحت 3 قطاع

) = S هاشور )( ) ( )r r
r r

π × π− = −
2 2

23 60
2 3 3

4 360 2
 

d    =2 7، دو دایره مماس درون برابر است: d  =R-R  ′=2 مساحت محصور به دو دایره برابر است.

πR2-πR  ′2=16π ⇒ R2-R  ′2=16  

(R-R  ′)(R+R  ′)=16 ⇒ R+R  ′=8  
R R R

R R R

′+ = =
⇒ ′ ′− = =

8 5

2 3  

مساحت قطاع - مساحت مثلث = S هاشور  8

( )( )( ) π= − = − π
2

23 60 4 8
4 4 3

4 360 3  

مسائل تکمیلی درس دوم

1 در شکل زیر مقادیر x را بیابید.

الف(
x *10= 5*4 ⇒ x =2  
( ) ( )y y x y y= + + = +2 26 3 10 12  

y
y y

y

= −
+ − = ⇒  =

2 18
12 108 0

6

غ ق ق
 

O O′

4

6 3

5

10
y

x
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ب(
x (x +6)=8(x +1)  
x2+6x - 8x - 8=0  

x
x x

x

=
− − = ⇒  = −

2 4
2 8 0

2 غ ق ق  

2 از نقطه P مماس PA به طول 12 بر دایره C (O  ,R ) رسم شده است. اگر دورترین فاصله نقطه P با 

دایره برابر 16 باشد، قطر دایره چقدر است؟
PA =12  
PB  =16  
PA2=PC.PB ⇒ 122= x *16  

x = =144
9

16  
2R   =16-x =7  

3 در مثلث با اضلاع AB   =6 و AC   =7 و BC   =9 دایره ای محیط کردیم. طول مماسی، که از A بر 

دایره رسم می شود، کدام است؟
AP =AR =x  ,  BP =BQ =6-x  ,  CR =CQ =7-x  
CQ =7-x  ,  BQ =6-x  
CQ +QB=9 ⇒ 7-x +6-x =9  

x =2  

x + 1

6

8

x

O
B P

A

C x

A B

C

p

6

97
R

Q
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4 در شکل زیر AE و AF و BC بر دایره مماس هستند. اگر نقطه D از E به سمت F حرکت کند، 

ثابت کنید با تغییر نقطه D بین E و F محیط مثلث ABC ثابت است.
طول مماس بر دایره با هم برابرند.

AE =AF  ,  CD =CF  ,  BD =DE  
ABC محیط مثلث = AB +BC +AC =AB +(BD +DC   )+AC  

(AB BD= + ) (
BE

DC+ )
CF

AC AE AF AE+ = + =  
محیط مثلث ABC به نقطه D بستگی ندارد.

D

A

C

B

E
F

5 از نقطه A در داخل دایره  C (O  ,R )بی شمار وتر می گذرد. وتر BC در نقطه A بر قطر عبوری از 

این نقطه عمود است. ثابت کنید BC کوتاه ترین وتر است که از نقطه A می گذرد.
 B  ′C  ′ دیگر  وتر  می کنیم  فرض  و  نباشد  می گذرد   A نقطه  از  که  وتری  کوتاه ترین   BC می کنیم  فرض 
کوتاه ترین وتر عبوری از نقطه A باشند. از O بر ′  B  ′C عمود می کنیم و در مثلث قائم الزاویه OAB طول وتر 
OA از طول ضلع قائمه OH بزرگ تر است. OH<OA، هرچه فاصله وتر به مرکز دایره کمتر باشد بزرگ تر 

است؛ بنابراین، وتر ′  B  ′C از وتر BC بزرگ تر است.

E

C

B

D

A

H

O

C ′

B ′
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6 نقطه C بر روی وتر AB به طول 9 واحد از دایره ای چنان قرار دارد که آن وتر را به نسبت 1 و 2 

تقسیم کرده است. طول کوتاه ترین وتر از دایره گذرنده بر نقطه C کدام است.

,BC
BC AC

AC
= ⇒ = =1

3 6
2

 
از نقطه C قطر را رسم می کنیم. می دانیم وتری که بر قطر عمود باشد کوتاه ترین وتر است. این وتر توسط 

قطر دایره نصف می شود. CE =DC =x بنابه رابطه طولی در دایره داریم:
AC.CB =DC.CE ⇒ 6*3=x.x ⇒ x2=18  
AB = 6 2 x   و طول وتر    = 3 2  

B

A

C

O

E

D

7 در شکل زیر مقدار x کدام است؟

AD2=AE.AF ⇒ 36=4(4+y)  
⇒ y =5  

BC   2=BF.BE ⇒ x2=3)3+5(=24  
x = 2 6  

BA

D C

F

E 3

6

4

x

8 دو دایره به شعاع های 3 و 2 مفروض اند. در حالت های زیر وضعیت دو دایره را بیان کنید.

الف( فاصله دو مرکز دایره 5
ب( فاصله دو مرکز دایره 1/5

d =R+R  ′ ⇒ 5=3+2 الف( دو دایره مماس خارجند، زیرا 
d =1/5  ,  R+R  ′=5  ,  R-R  ′=1 ب( دو دایره متقاطع اند. 
R-R  ′ < d < R+R  ′  
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3 سانتی متر است.  33 9 طول مماس مشترک خارجی دو دایره به شعاع های 11 و 3 سانتی متر برابر 

کمترین فاصله نقاط این دو دایره از یکدیگر چند سانتی متر است؟
( )TT d R R′ ′= − −2 2 2  
( )d= − −2 23 33 11 3  

d2=361 ⇒ d =19  
x =d -(R+R  ′)=19-)11+3(=5  OO ′

11 3x

B

A

H

O

برقرار   d
r r− =1 2 4

d و 
r r+ =1 2

3

4
d طول خط المرکزین روابط  بین شعاع های دو دایره و  10 اگر 

باشد، شعاع کوچک ترین دایره ای که بر هر دو دایره مماس است چقدر است؟
d

r r d+ = <1 2
3

4
دو دایره متخارج هستند. کمترین فاصله دو دایره  به صورت زیر است: 

( ) d d
d r r d− + = − =1 2

3

4 4
 

d است.
8

 یعنی 
d
4
2

d است و شعاع دایره ای که بر هر دو مماس باشد 
4

کمترین فاصله دو دایره برابر 

11 دو دایره هم مرکزند. شعاع دایره بزرگ تر 5 و شعاع دایره کوچک تر 3 سانتی متر است. طول وتری 

را در دایره بزرگ تر بیابید که بر دایره کوچک تر مماس باشد.
OH  2+HB 2=OB 2 ⇒ 9+HB 2=25 ⇒ HB =4  
AH = HB می دانیم قطر عمود بر وتر، وتر را نصف می کند. 
AB =2(4) = 8  
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بر دایره  برون اند. از مرکز دایره کوچک تر، مماس  به شعاع های 4 و 10/5 واحد مماس  12 دو دایره 

بزرگ تر رسم می کنیم. طول این قطعه مماس چقدر است؟
OA2=OB.OC ⇒ OA2=4* (21+4)  

OA2=100  
OA  =10  

B

A

C OO′

و  داخل  مماس  بین  زاویه  اگر  است.  سانتی متر   7/5 و   22/5 ترتیب  به  هم  خارج  دایرهٔ  دو  شعاع   13

خط المرکزین دو دایره 30 درجه باشد، طول خط المرکزین دو دایره چند سانتی متر است؟

: sin OT
OAT OA

OA

∆
= ⇒ =30 45  

: sin O T
O T A O A

O A

∆ ′ ′′ ′ ′= ⇒ =
′

30 15  
OO  ′=OA + O  ′A =45+15=60  

14 سه دایره به شعاع r1=1 و r2=2 و  r3 بر هم مماس خارج هستند. شعاع دایره سوم کدام است؟

O1O2=1+2=3  
O3O2=2+ r3  

||
O A OT x

OT O T
O A O T x

⇒ = ⇒ =
+

1 1 1
1 1 2 2

2 2 2

1

3 2  
⇒ x =3  

||
O A OT x

OT O T
O A O T x r r

⇒ = ⇒ =
+ + +

1 1 1
1 1 3 3

3 3 3 3 3

1

3 2  

r
r r

⇒ = ⇒ =
+ 3

3 3

3 1
4

8  

AO
O′

T ′

T

30

7/5

22/5

O3

1

O2 O1

T

2T

A

1T
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4 باشد، طول خط المرکزین  6 15 دو دایره به شعاع 5 متخارج اند. اگر طول مماس مشترک داخلی آنها 

دو دایره کدام است؟
( ) ( )TT d R R d′ ′= − + ⇒ = − +2 2 2 24 6 5 5  

96  +100=d  2 ⇒ d  2=196 ⇒ d =14  

16 در شکل زیر مماس AB و وتر BC طول برابر دارند. ثابت کنید مثلث ABD متساوی الساقین است.

AB BC A C
∧ ∧

= ⇒ =                                  
BD

C
∧

=
2

C یک زاویه محاطی است     زاویه 
BD

DBA
∧

= 1

2 2
DBA ظلی است       زاویه 

A یعنی مثلث ADB متساوی الساقین است. DBA
∧ ∧

= C بنابراین  DBA
∧ ∧

= در نتیجه 

 MA.MA  ′ =MB.MB  ′ همدیگر را قطع می کنند. اگر M را در نقطه BB  ′ و AA  ′ 17 دو پاره خط

باشد ثابت کنید دایره از چهار نقطه A و ′  A و B و ′  B می گذرد.
 D نگذرد، آن گاه از نقطه دیگری مانند B  ′ یک دایره می گذرد. اگر این دایره از B و A  ′ و A از سه نقطه

می گذرد. آن گاه دو وتر ′  AA و BD در M متقاطع اند. بنابه رابطه طولی در دایره داریم:
AM.MA  ′ =MB.MD  
MD =MB  ′ بنابه فرض داریم: 

یعنی: ′  B و D بر هم منطبق اند یعنی دایره از ′  B می گذرد.

B

C

D

A

M

B

A

B ′

A′
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18 از نقطه A دو مماس بر دایره C (0  ,6 ) رسم می کنیم. تا در نقاط T و ′   T بر دایره مماس باشند. 

A =600 زاویه
الف( فاصله A تا مرکز دایره را بیابید.

ب( مساحت چهار ضلعی ′    ATOT را به دست آورید.
ج( مساحت محدود به دو خط مماس و دایره را به دست آورید.

sin OT
A

OA OA
= ⇒ =1

1 6

2
الف( A را به O وصل می کنیم. 

OA =12  
AT OA OT AT= − = − = ⇒ =2 2 2 144 36 108 6 3 ب( 

( ( . ))ATOT ATOS S OT AT′ = = = × =1
2 2 6 6 3 36 3

2  
منهای   ATOT    ′ چهار ضلعی  مساحت  با  است  برابر  دایره  و  مماس  خط  دو  به  محدود  مساحت  ج( 

مساحت قطاع
) = مساحت قطاع )π = π

26 120
12

360
 

) = مساحت محصور )− π = − π36 3 12 12 3 3  

T ′

T

AO 60°

19 از نقطه A دو مماس AT و ′  AT را بر دایره C (O  ,R ) رسم می کنیم. ثابت کنید:

TT  ′.OA  =2*R.AT )الف
R2=OH.OA )ب

الف( مساحت چهار ضلعی
OTA با هم متشابه اند.

∆
OTH و 

∆
دو مثلث 

O OOTH OTA
H T

∧ ∧∆ ∆  = →
= = 1 90



زز
    

. .OT TH
OT AT OATH

OA AT
= ⇒ =
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TH TT ′= 1

2
از طرفی قطر عمود بر وتر، وتر را نصف می کند. 

. . .TT
R AT OA OA TT R AT

′ ′⇒ = × ⇒ = 2
2

 

.OT OH
OT OAOH

OA OT
= ⇒ =2 ب( دو مثلث OTH و OTA متشابه اند. 

⇒ R2=OA.OH  

T ′

T

H
AO

1 2

دانستنی هایی برای دبیران

دایره و کاربردهای آن
و  الهام بخش  انسان  برای فعالیت های  اشکال هندسی در زندگی، همواره، کاربردهای فراوان داشته و 
سمبل بوده است. دایره یکی از این اشکال است. ابتدایی ترین کاربرد دایره، چرخ و چرخ دنده ها هستند که 
از قدیم الایام کاربرد داشته است. همچنین ابزارآلات زینتی چون تاج، گردنبند، خلخال و حلقه ها، کاربردی 
ریشه دار،  و  هنری  اندیشه های  انجمن ها،شهرسازی،  فرهنگ ها،  در  دایره  دارند.  بشری  تاریخ  اندازه  به 

به خصوص در ابزارآلات نجومی، جایگاه نمادین دارد.
1 دایره در هنرهای اسلامی ایران: دایره ها در هنرهای اسلامی ایرانی، به شکل شمس و حلقه نورانی 

در اطراف سر ائمه  و بزرگان دین دیده می شود. همچنین با توجه به کرامت صورتگری و مجسمه سازی 
در اسلام و ظریف اندیشی شیعه، هنرهای اسلامی به شکل های اسلیمی، گل وبوته و نقشه هایی ختایی سوق 
داده شد. اشکال و خطوط و ترکیب رنگ در مینیاتورها، تذهیب ها و فرش ها با زینت و ترکیب و نقش و نگار 

پخته تری تکامل یافتند.
بطلمیوس، در دو قرن پیش از میلاد، بر اساس تفاوت حرارت، سرزمین های شناخته شده آن روزگار را به 
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هفت اقلیم تقسیم کرده است. از آنجا که تقسیم بندی بطلمیوس بر اساس دایره های مداری است، اقلیم های 
هفتگانه را »اقلیم های هندسی« نیز نامیده اند. به نظر صاحب نظران، اصطلاح »هفت شهر«، »هفت اقلیم« و 
»هفت وادی« که در ادبیات و حکمت ایرانی وارد شده است، الهامی از نظریات بطلمیوسی را در خود دارد. 
اجرام آسمانی به دو دسته ثوابت و اجرام متحرک و متغیر تقسیم شده و اجرام متغیر شناخته شده آن روز، 
)خورشید، زمین، بهرام، تیر، عطارد، مشتری و زحل( هر یک در مداری و آسمانی تصور شدند. آسمان 

اول، آسمان دوم، ... تا هفت آسمان )نور راسخون، 1388(.
دایره ای  است،  معروف  نیز  هندی«  »دایره  به  که  »هندسی«،  دایره  نجوم:  علوم  در  دایره  کاربرد   2

است خط دار )دارای خطوط فنی و علمی( بر صفحه ای مستوی و تراز، با نصب شاخص مخروطی شکل 
بر مرکز آن، که این خطوط در وهله اول چهار جهت اصلی را نشان می دهد. از دایره هندی در هندوستان 
برای تعیین مختصات جغرافیایی، نصف النهار محل و ساعت آفتابی استفاده می شده است. با توجه به اینکه 
استفاده از دایره هندسی برای تعیین مختصات جغرافیایی بسیار ساده است و نیازی به داشتن قواعد ریاضی 
و به کارگیری وسایل و تجهیزات رصدی نیست، لذا ابوریحان بیرونی از این روش برای قبله یابی استفاده کرد 

و دیری نپایید که استفاده از آن مرسوم شد )کانون نجوم زادنس 1394(.
3 دایره در ورزش های باستانی: دایره، با توجه به نماد آسمانی و قداست افلاکی اش در ورزش های 

باستانی از جمله زورخانه و گوی بازی ورزشکاران باستانی کار نیز کاربرد دارد.

دایره برای رفع مشکلات شهرها و شهرسازی:
نیازمندی های آنان، چاره جویی برای توسعه های آینده شهر، اتخاذ تصمیماتی که  توسعه شهرها، تأمین 
بتواند مشکلات شهری را به حداقل برساند و بالاخره آنکه چگونه رابطه منطقی بین انسان با محیط طبیعتش 
حفظ شود، به تحولاتی در امر شهر سازی منجر شد. نخستین نظریه در زمینه شهر سازی، مربوط به شخصی 
متفاوت شهرسازی  راهکارهای  و  نظریات  آن  از  بعد  و  میلاد(است  از  قبل  )480 سال  هیپوداموس  نام  به 
نظریه های  میان  از  می رسد.  میلادی  نوزده  قرن  به  شهرسازی  امروزی  دانش  پیدایش  ولی  آمد.  به وجود 

شهرسازی می توان نظریه های زیر را نام برد:
1 نظریه متحد المرکز: در این نظریه، الگوی ساخت شهر بر این اصل استوار است که توسعه شهر از 

ناحیه مرکزی به طرف خارج شهر صورت گرفته و تعداد مناطق متحد المرکز را تشکیل می دهد. این مناطق با 
ناحیه مشاغل مرکزی شروع شده و به وسیله منطقه در حال تحول احاطه می شود.

همیشه  برای  شهرها  است.  نظریه  این  مبنای  مختلف،  جهات  در  تغییر  و  تعدیل  قطاعی:  نظریه   2

نمی توانند حالت متحد المرکزی مناطق را حفظ کنند.ساخت واحدهای گران قیمت از کانون اصلی در طول 
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جابه جایی  و  باز  فضاهای  سوی  به  ارزان تر  و  دیگر  مسکونی  واحد های  ساخت  آمد،  و  رفت  شبکه های 
ساختمان های اداری و تجاری، توسعه واحد های مسکونی گران قیمت را در جهت عمومی عملی سازد. 
آپارتمان های لوکس در مجاورت بخش های تجاری و مسکونی قدیمی به وجود آمده و واحد های گران قیمت 
شهر به طور اتفاقی و نامنظم جابه جا نمی شوند. راه های شعاعی از مرکز شهر به اطراف کشیده می شود و 

عامل دسترسی به این راه ها و قیمت زمین ها را در مناطق مختلف شهر تعیین می کند.
3 مدل حلقه ای: در این مدل، به جای آنکه خطوط اصلی حمل و نقل به صورت خطی گسترش یابد، 

به شکل دایره ای به موازات مرکز شهر، حواشی ناحیه مرکزی و بافت های اطراف آن گسترش می یابد و دور 
تا دور بافت را گره های شهری به وجود می آورد و فعالیت ها شکل حلقه ای یا زنجیره ای به خود می گیرند.

بزرگ  شهرهای  بیشتر  در  ویکتور کروئن  نظریه  بر اساس  طرح  این  کهکشانی:  مدل  مکمل  طرح   4

کاربرد دارد. شهر از مراکز متعددی تشکیل یافته و هر یک واحدهای دیگری را به وجود می آورد و به وسیله 
شبکه های ارتباطی مشترک و مستقل و منطقه ای، بافت ها با همدیگر مرتبط می شوند. مجموعه این بافت ها و 
شبکه ها یک شبکه کهکشانی را به وجود می آورد. خدمات مرکزی در وسط بافت و جایگاه صنایع در نواحی 

اطراف شهر و خارج از بافت اصلی پیش بینی می شود.
این فصل درباره مفهوم دایره است. دانش آموزان برای درک بهتر مفاهیم ارائه شده در این فصل باید 
به پیش نیازهای ارائه شده در کتاب های درسی سال های قبل،به خصوص هندسه )1( تسلط داشته باشند. 
و  موازی  خطوط  تالس،  قضیه  کرد:  اشاره  مباحث  این  به  می توان  فصل  این  پیش نیازهای  مهم ترین  از 

حالت های تشابه مثلث ها و چند ضلعی ها و ویژگی های چند ضلعی ها.
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اهداف درس
1 درک مفهوم محاطی و محیطی بودن چند ضلعی و آشنایی با شرایط لازم و کافی برای محاطی 

و محیطی بودن چند ضلعی )به ویژه چهار ضلعی ها(؛
2 آشنایی با نحوه رسم دایره های محاطی و محیطی در چند ضلعی در صورت وجود؛

3 آشنایی با دایره محاطی خارجی مثلث و رابطهٔ شعاع دایره محاطی خارجی مثلث با محیط، 

مساحت و اضلاع آن مثلث.

روش تدریس درس سوم

با ارائه تعریفی از چند ضلعی محاطی و دایرهٔ محیطی آن چند ضلعی آغاز می شود. پس از ارائه  درس 
تعریف، طی یک قضیه دو شرطی، شرط لازم و کافی محاطی بودن چند ضلعی بیان می شود. انتظار می رود 
دانش آموزان، با توجه به تعریف چند ضلعی محاطی و دایره محیطی آن، همچنین خواص دایره و ویژگی های 
عمود منصف پاره خط که در کتاب هندسه و در درس گذشته این فصل خوانده اند بتوانند این قضیه دو شرطی 

را اثبات کنند.
در ادامه تعریف چند ضلعی محیطی و دایره محاطی آن را ارائه می شود. پس از تعریف فعالیتی ارائه 
یک  بودن  محیطی  کافی  و  لازم  شرط  فعالیت،  آن  انجام  از  پس  دانش آموزان  می رود  انتظار  می شودکه 

چند ضلعی را درک کنند و بتوانند از این فعالیت در حل مسائل و اثبات قضایا استفاده کنند.
مثلث، به عنوان یکی از پرکاربردترین چند ضلعی ها در هندسه، از منظر محاطی و محیطی بودن، بررسی 

چند ضلعی های محاطی و محیطی

درس  سوم
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می شود و دانش آموزان با توجه به خواص مثلث و دایره درمی یابند که هر مثلث هم محیطی است و هم محاطی 
و مرکز دایرهٔ محیطی هر مثلث، نقطهٔ همرسی سه عمود منصف آن و مرکز دایره محاطی هر مثلث، نقطه همرسی 

نیمسازهای زاویه های داخلی آن است.
انتظار می رود دانش آموزان بر اساس »کار در کلاس« صفحه 25 که در خصوص رابطه بین مساحت یک 
n ضلعی محیطی با محیط آن و شعاع دایرهٔ محاطی اش است، بتوانند رابطه بین مساحت هر مثلث محیطی با 

محیط آن و شعاع دایره محاطی اش را به دست آورند.
در صفحهٔ 26 دایرهٔ محاطی خارجی نظیر هر رأس مثلث معرفی و فعالیتی ارائه می شود که در آن نحوهٔ 

محاسبهٔ شعاع دایره محاطی خارجی تبیین می شود.
در صفحهٔ 27 و 28 طی دو قضیه دو شرطی و اثبات آنها، شرایط لازم و کافی برای محاطی و محیطی 

بودن هر چهار ضلعی بیان می شود.
آن  بودن دو زاویه مقابل  بودن هر چهار ضلعی، مکمل  برای محاطی  در قضیه اول شرط لازم و کافی 
چهار ضلعی  )فرض:  قضیه  اول  طرف  شرطی،  دو  قضیه  این  برای  می شود.  اثبات  و  ارائه  چهار ضلعی 

ABCD محاطی است. حکم: دو زاویه مقابل آن چهار ضلعی مکمل هم 

هستند.( به راحتی با استفاده از تعریف زاویه محاطی و دایره اثبات می شود. 
طرف دوم قضیه )فرض: دو زاویه مقابل چهار ضلعی ABCD مکمل هم 
هستند. حکم: چهار ضلعی ABCD محاطی است.( با استفاده از برهان 
خلف اثبات می شود. روند اثبات این گونه است که با توجه به اثبات این امر 

که هر مثلث محاطی است، مطمئناً می توان یک دایره محاطی که از سه رأس چهار ضلعی می گذرد رسم کرد. 
و این دایره از رأس چهارم چهار ضلعی )به عنوان مثال A( نمی گذرد )فرض خلف(. بر این اساس و با توجه 

به شکل )1( و )2(.

A

B

C

D

A

B

C

D

A ′

B

C

D

A ′
A ′′

)1( )2(
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چهار ضلعی  می کنیم.  وصل  دارد  قرار  آن  امتداد  در  یا   AD ضلع  روی  که   A  ′ نقطه  به   B رأس  از 
مکمل   BA D

∧
′ و   C

∧
قضیه،  اول  قسمت  به  توجه  با  سپس  است.  محاطی  چهار ضلعی  یک   A  ′BCD

A که  BA D
∧ ∧

′= ∧A مکمل هستند، نتیجه گرفته می شود که  C با 
∧

هم هستند و با توجه به فرض قضیه که 
BA زاویه داخلی غیر مجاور با زاویه خارجی A در مثلث  D′ این ممکن نیست؛ زیرا در شکل )1( زاویه 
′  ABA و در شکل )2( زاویه A زاویه داخلی غیر مجاور با زاویه خارجی BA  ′D در مثلث ′  ABA است که 

در هر دو مورد دو زاویه A و BA  ′D با هم مساوی نیستند و این تناقضی است که مبنای اثبات قضیه است.
در قضیه دوم، شرط لازم و کافی برای محیطی بودن چند ضلعی بیان می شود. قسمت اول قضیه با فرض 
محیطی بودن چهار ضلعی و حکم برابر بودن مجموع اندازه های دو ضلع مقابل با مجموع اندازه های دو ضلع 
مقابل دیگر، بر اساس هم اندازه بودن در پاره خط مماس رسم شده از یک نقطه بر یک دایره اثبات می شود. 
برای اثبات عکس قضیه، با توجه به شکل ارائه شده، ابتدا با استفاده از رسم نیمساز دو زاویه B و C، رسم 
دایره ای محاطی که بر سه ضلع AB و BC و CD مماس است، نتیجه گرفته می شود برای اثبات مماس بودن 

دایره مفروض بر ضلع AD از برهان خلف استفاده می شود.
B

D CE

A

 فرض خلف این است که دایره مفروض بر ضلع AD مماس نیست و پاره خط دیگری مانند AE مماس 
است. با توجه به اینکه E بین دو رأس C و D باشد و یا D بین C و E باشد، دو حالت پیش می آید که در 

ادامه این قسمت قضیه را برای هر دو حالت اثبات می کنیم:
حالت اول: E بین C و D قرار دارد:

BA

D E C
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بنا بر فرض قضیه
با توجه به قسمت اول قضیه )شرط محیطی بودن چهار ضلعی(

2ABو1 CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
 

= +− = + →CD CE DECD CE AD AE CE + −DE CE = +AD AE  
⇒ AD +AE =DE  

که این رابطه، با توجه به نامساوی مثلث ها، امکان ندارد؛ بنابراین، قضیه اثبات می شود.
حالت دوم: D بین C و E قرار دارد:

1   AB +CD =BC +AD   فرض قضیه  
2   AB +CE =BC +AE   شرط محیطی بودن چهار ضلعی  

CE CD ED
CE CD AE AD

= +
− ⇒ − = −2 1  

CD ED CD+ − AE AD ED AD AE= − ⇒ + =  
که این رابطه نیز با توجه به نامساوی بودن مثلث ها امکان ندارد و قضیه در این حالت نیز اثبات می شود.

BA

DE C

و  محاطی  مربوط  قضایای  به  توجه  با  دانش آموزان  که  می رود  انتظار   28 در کلاس« صفحه  »کار  در 
محیطی بودن چهارضلعی ها و همچنین ویژگی های چهارضلعی های مختلف بتوانند محاطی یا محیطی بودن 

هر یک از آنها را مشخص کنند.
پس از انجام »کار در کلاس« صفحه 28 چندضلعی محدب منتظم تعریف می شود. در صفحه 29 فعالیتی 
ارائه می شود که دانش آموزان با انجام آن درک می کنند که هر چندضلعی محدب منتظم، هم محاطی و هم 

محیطی است.
شامل  کمان  و  دید  زاویه های  خصوص  در  علاقه مندان  برای  خواندنی  مطلبی  به عنوان  ریاضی  مجله 
)حاوی( پس از تمرین های این درس ارائه می شود که جزء محتوای درس نیست و فقط جهت مطالعه برای 

دانش آموزان است.

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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حل تمرین های درس 

1 ثابت کنید یک ذوزنقه، محاطی است، اگر و تنها اگر متساوی الساقین باشد.

 AD = BC :حکم فرض: ذوزنقه محاطی است. 
 

 

|| , °

°

→ + = 


← + = 

AB DC AD A D

A C

180

180

قضیه خطوط موازیمورب

طبق شرط محاطی بودن ذوزنقه

 D C⇒ =
 



 

B D
A D

A C

°

°

 + = ← ⇒ = 
+ =  

180

180
شرط محاطی بودن ذوزنقه

 D C=

در این ذوزنقه،زاویه های مجاور به ساق برابرند؛ بنابراین، ذوزنقه، متساوی الساقین است.
حکم: ذوزنقه محاطی است. فرض: ذوزنقه متساوی الساقین است.  

با توجه به فرض 
متساوی الساقین بودن 

ذوزنقه

 

 

 

 

 

 

C D

A B

A D A C

A D B D

° °=

° °=

+ = → + = 
 ⇒

+ = → + = 

180 180

180 180

 ABCD ذوزنقه
محاطی است.

2 مساحت مثلث متساوی الاضلاعی را به دست آورید که در دایره ای به شعاع R محاط شده باشد.

مثلث  چون  و  است  مثلث  اضلاع  عمود منصف های  برخورد  محل  مثلث،  محیطی  دایره  مرکز 
متساوی الاضلاع است، نقطه O محل برخورد نیمسازها نیز است.

.
ABC

AH BC
S ∆ =

2
بنابراین: 

AH OA OH AH R OH= + ⇒ = +         1
 : sin OH OH ROBH B B OH

OB R

∆
°= → = ⇒ = → =1 1

130
2 2

        2

RAH 2 و 1 R AH R→ = + ⇒ = 3
2 2

 : cos BH BHOBH B B
OB R

∆
°= ⇒ = ⇒ = ⇒1 1

330
2

AH میانه BC نیز است.
BH R BC BH BC R= → = ⇒ =3 2 3

2

BA

D C

O

A

B CH

a
aH

 

 

|| , °

°

→ + = 


← + = 

AB DC AD A D

A C

180

180

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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× ×
ABC

RS R R∆ = = 21 33
2 2 4

3 ثابت کنید عمود منصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویهٔ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روی دایرهٔ 

محیطی مثلث قطع می کنند.
فرض می کنیم AD نیمساز زاویه A دایره محیطی مثلث ABC را در نقطه D قطع کند.

خواص زاویه محاطی
   A A CD DB CD DB= → = ⇒ =1 2

بنابراین، فاصله D از دو سر ضلع BC به یک اندازه است و این یعنی اینکه D روی عمود منصف ضلع 
BC همدیگر را روی  یعنی   A به زاویه  A و عمودمنصف ضلع مقابل  نیمساز زاویه  BC قرار دارد. پس 

نقطه ای روی دایره محیطی مثلث ABC قطع می کند.

BA

D C
HH ′

xx

با میانگین  برابر است  4 یک ذوزنقه هم محیطی است و هم محاطی. ثابت کنید مساحت این ذوزنقه 

حسابی دو قاعده آن ضرب در میانگین هندسی آنها.
 .AD =BC :1 محاطی است، طبق سؤال 1، متساوی الساقین است یعنی رابطه ABCD چون ذوزنقه

1 2

BC

D

A

O
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.AB + DC = AD + BC           2 محیطی است پس داریم: رابطه ABCD از طرفی چون ذوزنقه

AB 2 و 1 DCBC AB DC BC +⇒ = + ⇒ =2
2

    3

:BHC BC BH HC BC BH x
∆

= + ⇒ = +2 2 2 2 2 2    4
HH' = AB:ABCD DC x HH DC x AB′= + → = +2 2 ⇒ DC ABx −=

2
   5

BC  5 و 4 BH x BH BC x⇒ = + ⇒ = − →2 2 2 2 2
با جایگذاری 5 و 3

.AB DC DC ABBH AB DC+ −   = − =      

2 2

2 2

.ABCD
AB DCS AB DC+ =   2

5 اگر rb ،ra و rc شعاع های سه دایره محاطی خارجی مثلث و r شعاع دایره محاطی داخلی باشد نشان دهید:

a b cr r r r
+ + =1 1 1 1

به همین ترتیب اگر hb ،ha و hc اندازه های سه ارتفاع باشند، نشان دهید: 

a b ch h h r
+ + =1 1 1 1

c b

aB C

A



46

اگر محیط مثلث ABC را 2p و S را مساحت آن در نظر بگیریم در دایره محاطی مثلث ABC داریم: 
p

S rp
r s

= ⇒ =1

در دایره های محاطی خارجی مثلث ABC داریم:
a

a

b
b

c
c

p asr
p a r s

p bsr
p b r s

p csr
p c r s

− = ⇒ = −


− = ⇒ = ⇒− 
−= ⇒ = − 

1

1

1

( )
a b c

p a b cp a p b p c
r r r s s s s

− + +− − −+ + = + + = =31 1 1 p p p
s s r
− = =3 2 1

به همین ترتیب اگر hb ،ha و hc اندازه های سه ارتفاع مثلث ABC باشند داریم: 

a a
a

b b
b

c c
c

s as ah h
a h s

s bs bh h
b h s

s cs ch h
c h c

= ⇒ = ⇒ = 

= ⇒ = ⇒ = ⇒



= ⇒ = ⇒ = 

1 2 1
2 2

1 2 1
2 2

1 2 1
2 2

+ ++ + = + + = =
a b c

a b c a b c
h h h s s s s
1 1 1

2 2 2 2
p p
s s r

= =2 1
2

6 اگر نقاط تماس دایره محاطی داخلی مثلث ABC با اضلاع آن N ،M و P باشند و T و '  T نقطه های 
تماس یک دایره محاطی خارجی با خط های شامل دو ضلع باشند نشان دهید:

AM = AN = P - a
BN = BP = P - b , CM = CP = P - C
AT = AT  ' = P
AM = AN = P - a

( )
= − 

⇒ + = + − += − 

AN C BN
AM AN b c BN CM

AM b CM

( )
a

AM b c BP CP b c a→ = + − + = + −2


AM = AN

BN = BP , CM = CP

AM p b AM AN p a⇒ = − ⇒ = = −2 2 2

BN = BP = P - b

N

C

M

b
B

C
Z

T

P
a

A

T ′
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( )
BN C AN

BN BP a c AN CP
BP a cp

= − 
⇒ + = + − += − 

( )
b

BN a C AM CM a c b→ = + − + = + −2


BP = BN

AN = AM , CP = CM

BN p b BN BP P b= − ⇒ = = −2 2 2

CM = CP = P - C

( )
CM b AM

CM CP b a AM BP
CP a BP

= − 
⇒ + = + − += − 

( )
c

CM b a AN BN b a c→ = + − + = + −2


CM = CP

AN = AM , BP = BN

CM P C CM CP P C⇒ = − ⇒ = = −2 2 2

AT AT P′= =

AT AT C BT b CT′ ′+ = + + + →
AT = AT'
BT = BZ , CT' = CZ

a

AT C b BZ CZ c b a P= + + + = + + = ⇒2 2


AT AT P′= =

7 یک دایره به شعاع r و n ضلعی های منتظم محاطی و محیطی در آن در نظر بگیرید. نشان دهید اگر 
و   tanAB r

n
= 1802 آنگاه  باشند،  n ضلعی منتظم محیطی و محاطی  اندازه های ضلع های   CD و   AB

. sinCD r
n

= 1802

: sin sin
∆

° == → = → =OD rOHOH D H
n OD n2

180 18090

sin sinDH CDDH DH CD r
r n r n

=⇒ = → =2180 2 1802 2
*2

: tan tanOM rMB MBOM B M
n OM n r

∆
° == → = → =180 18090

M BA

DC
H

O

180

*2 2MB = AB
tan MB

n r
⇒ =180 22 tanAB r

n
⇒ = 1802

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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با امتداد دادن اضلاع شش ضلعی، مطابق شکل،  ABCDEF مفروض است.  8 شش ضلعی منتظم 
مثلث MNP را ساخته ایم.

با توجه به اینکه اندازه هر زاویه  با توجه به شکل و  MNP متساوی الاضلاع است.  الف( نشان دهید 
 ،MNP بنابراین مثلث  ˚60 است؛   P N و   ،M اندازه زاویه های  ˚120 است،  داخلی شش ضلعی منتظم 

متساوی الاضلاع است.

DE

F C

BA

M

NP

°120
°120

°120

°120 °120

°120

°60 °60

°60

°60 °60

°60

°60 °60

°60

DE

F C

BA

M

NP

O

ب( نشان دهید مساحت شش ضلعی دو سوم مساحت مثلث MNP است. اگر قطرهای شش ضلعی منتظم 
را رسم کنیم، شش مثلث متساوی الاضلاع داخل شش ضلعی و 9 مثلث متساوی الاضلاع در داخل مثلث 

MNP به وجود می آید.

ABCDEF OAB

M N P OAB

SS
S S

∆

∆ ∆
= =

6
2

9 3

 AF و ED ،BC را به ترتیب بر TH ʺو TH' ،TH درون شش ضلعی عمودهای T پ( از نقطهٔ دلخواه
رسم کنید. با توجه به آنچه از هندسهٔ پایهٔ 1 می دانید، مجموع طول های این سه عمود با کدام جزء از مثلث 

MNP برابر است؟

در درون هر مثلث متساوی الاضلاع، مجموع فواصل هر نقطه از سه ضلع مثلث برابر طول ارتفاع مثلث 
است بنابراین:

TH + TH' + TH  ̋  = MM'

DE

F C

B

H

A

M

N

T

P H′

H′′

M′
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ت( مجموع مساحت های مثلث TDE ،TBC و TAF چه کسری از مساحت مثلث MNP است؟ نشان 
دهید:     

DE

F C

B

H

A

M

N

T

P H′

H′′

STBC + STDE + STAF = STAB + STEF + STCD

STBC + STDE + STAF = 1
2

 TH.BC + 1
2

 TH' . ED + 1
2

TH  ̋.AF BC = ED = AF

( ) .
h

BC TH TH TH BC h′ ′′+ + =1 1
2 2

. TBC TDE TAF
MNP

MNP

S S S
S MN h

S
+ +

= →1
2

MN = 3BC

 =

1
2

.BC h

1
2

.BC h
= 1

3
3

DE

F C

BA

M

Z

NP

Z ′ Z ′′

STBC + STDE + STAF = 1
2

BC.h         1

STAB + STEF + STCD = 1
2

 CD.TZ  ̋  + 1
2

 EF.IZ' + 1
2

 AB.TZ.

AB BC CD ED EF AF= = = = = 1
2

 BC )TZ + TZ' + TZ  ̋( TZ TZ TZ h′ ′′+ + =

1
2

 BC.h   2

STBC + STDE + STAF = STAB + STEF + STCD = 1 ⇒ 2 و 1
2

 BC.h
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دو قطر عمود بر هم AC و BD از یک دایره را رسم می کنیم، چهارضلعی ABCD یک مربع است؛  9

هشت ضلعی  دهید  نشان  کند.  قطع  را  دایره  تا  کنید  رسم  را  مربع  این  ضلع های  منصف های  عمود  چرا؟ 
AMBQCPDN منتظم است.

   

OB OA OD OC

O O O O °

= = =  ⇒′′ ′′ ′′′ ′′′= = = = 1 2 3 4 90

OAB OAD ODC OC B
∆ ∆ ∆ ∆

= = = )ض ز ض(
⇒ AB = AD = DC = CB    1
   A B C D= = = = 90  همچنین )زاویه های محاطی رو به رو به قطر(    2    

چهارضلعی ABCD یک مربع است.                    ⇒  2 و 1
عمود منصف هر ضلع در مربع، نیمساز زاویه مقابل ضلع نیز هست، پس:

       O O O O O O O O °= = = = = = = =1 2 3 4 5 6 7 8 45

       



AM MB BQ QC CP PD DN NA

AM
M B Q C P D N A

⇒ = = = = = = = 
 ⇒

= = = = = = = = 
7

2

هشت ضلعی AMBQCPDN، منتظم است.

H

P

D

N

G

A

M

B

Q

E

F

C
1

23
4

5
6 7

8

O′O′′ 

O′′′ O′′′′ 

O
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توصیه های آموزشی

توصیه می شود در تدریس این درس، همانند سایر درس ها، نکات آموزشی زیر توسط همکاران محترم 
لحاظ شود:

استدلال های  نقد  و  استدلال  ارائه  و  بررسی مسائل  و  دانش آموزان فرصت بحث  به  امکان  تا حد   1

دیگران داده شود.
2 تا حد امکان از پاسخ مستقیم به دانش آموزان و اثبات کامل قضایا و حل تمرین ها خودداری شود و 

سعی شود دانش آموزان با بحث و کار گروهی اثبات ها را انجام یا تکمیل نمایند و به حل تمرین ها بپردازند.
3 در صورت امکان سعی شود پس از اثبات یا حل هر مسئله ای از دانش آموزان خواسته شود به دنبال 

راه حل جدید یا اثبات جدیدی باشند. طبیعی است این امکان برای تمامی قضایا و سؤالات فراهم نیست، 
ولی برای برخی قضایا و مسائل مطمئناً این امکان وجود دارد؛ بنابراین، لازم است از این فرصت ها برای 

تقویت قدرت استدلال و اثبات و حل مسئله دانش آموزان استفاده شود.
4 در انجام فعالیت ها سعی کنید تا حد امکان دانش آموزان بتوانند خود با آن مواجه شوند و آن را حل 

کنند. شما بر روند انجام فعالیت توسط آنان فقط نظارت کنید. در صورت نیاز، به حداقل راهنمایی اکتفا 
کنید.

بدفهمی ها و اشتباهات رایج دانش آموزان:
یک  بودن  محاطی  برای  کافی  و  لازم  شرط  از  استفاده  دانش آموزان،  بدفهمی های  رایج ترین  از  یکی 
چند ضلعی در خصوص محیطی بودن آن چند ضلعی است. شایع ترین علت این بدفهمی، درک نادرست از 
مفهوم محاطی و محیطی بودن و تمایز نگذاشتن بین این دو مفهوم است. برای برطرف کردن این بدفهمی 
در  بحث  و  و محیطی  اشکال محاطی  نمونه های مختلف  ارائه  با  این درس  در  می شود همکاران  پیشنهاد 

خصوص تمایز بین آنها )محیطی و محاطی بودن یک شکل( موجب درک عمیق در دانش آموزان گردند.
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نمونه سؤالات تکمیلی درس سوم

1 با توجه به شکل زیر، اندازه شعاع دایره محیطی و محاطی مثلث متساوی الاضلاع ABC را به دست 

1 اندازهٔ آن میانه 
3

آورید. )راهنمایی: می دانیم فاصلهٔ نقطهٔ همرسی میانه ها در هر مثلث تا پای هر میانه برابر 
است(.

C

A

B

O

a C

A

B

O

a

حل:
پیدا کردن اندازه شعاع دایره محیطی: با توجه به متساوی الاضلاع بودن مثلث ABC و اینکه هر 
 OA ارتفاعی، نیمساز، عمود منصف و میانه نیز هست، برای محاسبه شعاع دایره محیطی، کافی است اندازه

2 میانه OM هست، به دست آوریم.
3

را که 

: cos cos ×
a

BM a aOBM B r r
OB r

∆
°= → = ⇒ = ⇒ =1

3 3230
2 2 3 3

B °=1 30

⇒ ar = 3
3

2 میانه 
3

محاسبه اندازه شعاع دایره محاطی: با توجه به شکل دیده می شود که شعاع دایره محیطی 

r a= 3
محاطی6

 پس: 
rمحیطی a= 3

3
1 میانه AM است و چون 

3
AM و شعاع دایره محاطی 

M ′

M

M ′′

C

A

B

O

2 اندازه شعاع های دایره محاطی خارجی مثلث متساوی الاضلاع به ضلع a را به دست آورید.

حل: با توجه به اینکه اندازه شعاع های دایره محاطی خارجی هر مثلث از فرمول صفحه بعد به دست می آیند.
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ap = 3
2

در مثلث متساوی الاضلاع:

Sمساحت مثلث متساوی الاضلاع: a= 23
4

 = −
 = −
 = −



a

b

c

Sr
p a

Sr
p b

Sr
p c

a b c

a
r r r a

a a
= = = =

−

23
34

3 2
2

3 نشان دهید مساحت هر چندضلعی محیطی برابر است با حاصل ضرب نصف محیط در شعاع دایرهٔ 

محاطی آن.
S = P . r

یک چند ضلعی محیطی را در نظر بگیریم از مرکز دایره به رئوس چندضلعی و نقاط مماس چندضلعی بر 
دایره وصل می کنیم. به عنوان نمونه پنج ضلعی محیطی دلخواهی را در نظر می گیریم. با توجه به اینکه در نقطه 
مماس، شعاع بر ضلع پنج ضلعی عمود است مجموع مساحت مثلث های حاصل، برابر مساحت پنج ضلعی 

محیطی مورد نظر است.

E

A

B

C

D

S

F

M

H

N

O

. . . . . ..
ABCDE

OH AH OH EH OS ES OS SD ON DN OM MCON NCS = + + + + + +
2 2 2 2 2 2 2

. . .OM MB OF FB OF FA+ + +
2 2 2

 OH OF OM ON OS r= = = = = r
2

 (AH + HE + 
ES + SD + DN + NC + CM + MB + BF + FA) = r

2
 . 2P = P . r

4 توضیح دهید چرا در هر مثلث متساوی الاضلاع، اندازه شعاع دایره محیطی آن، دو برابر اندازه شعاع 

دایره محاطی اش است.
بخش  متساوی الاضلاع،  مثلث  محاطی  دایره  شعاع  است،  مشخص   1 سؤال  شکل  در  که  همان گونه 

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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کوچک میانه، و شعاع دایره محیطی مثلث متساوی الاضلاع، بخش بزرگ تر میانه است. با توجه به قضیه ای 
قسمت  به  میانه  بزرگ تر  قسمت  نسبت  خوانده اند،  گذشته  سال  در  میانه ها  در خصوص  دانش آموزان  که 

کوچک ترش 2 به 1 است؛ یعنی شعاع دایره محیطی، 2 برابر شعاع دایره محاطی است.
5 کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام یک نادرست است؟

 .ــ چهار رأس هر چهار ضلعی محاطی بر یک دایره واقع است
 .ــ چهار ضلع هر چهار ضلعی محیطی بر یک دایره مماس است

ــ مربع چهار ضلعی محیطی است ولی محاطی نیست. *
ــ هر متوازی الاضلاعی محاطی است ولی محیطی نیست. *
ــ دایره های محاطی و محیطی هر مربع مساوی یکدیگرند. *

ــ لوزی یک چهار ضلعی محاطی است. *
ــ مستطیل چهار ضلعی محاطی است ولی هر مستطیلی چهار ضلعی محیطی نیست. *

6 دو زاویه مجاور از یک چهار ضلعی محاطی ˚60 و ˚110 اند، دو زاویه دیگر چهار ضلعی را تعیین 

کنید. 60 و 110
7 اندازه های سه ضلع مجاور یک چهار ضلعی محیطی به ترتیب 4، 8 و 11 سانتی متر است. اندازه 

ضلع چهارم آن را تعیین کنید.
x + 8 = 4 + 11 → x =7 4

7

11

8 =x

B

A

C

D

1

1

2 1

2

2
O

8 ثابت کنید اگر دو ضلع مجاور از یک چهار ضلعی محیطی مساوی یکدیگر باشند، دو قطر چهار ضلعی 

بر هم عمودند. آیا یکدیگر را نصف هم می کنند؟ با توجه به محیطی بودن چهار ضلعی و برابر بودن دو ضلع 
مجاور داریم:

AB DC AD BC
DC BC

AD AB

+ = + 
→ == طبق فرض سؤال









AD AB
A A

DC BC ADC ABC
C CAC AC

∆ ∆
= 

== ≅ ⇒ == 

1 2

1 2

AB)ض ض ض( CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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 , :
A A

ADO ABO OA OA ADO ABO O O

AB AD

∆ ∆ ∆ ∆
°

=


= ⇒ ≅ ⇒ = =
= 

1 2

1 2 90

بنابراین قطرها بر هم عمودند.
اما در پاسخ به این پرسش که آیا قطرها همدیگر را نصف نیز می کنند باید گفت همیشه این گونه نیست؛ مثلاً 

در شکلی همانند کایت که تمامی این شرایط را دارد، قطرها همدیگر را نصف نمی کنند.

9 ثابت کنید اگر متوازی الاضلاعی در دایره ای محاط باشد، آنگاه مستطیل است و اگر متوازی الاضلاعی 

بر دایره  ای محیط باشد، آنگاه لوزی است.
اثبات قسمت اول: اگر متوازی الاضلاعی محاطی باشد ⇐ مستطیل است.

 

 

 

 

 

 

:

,

,

B D

A C B D

B D A C

A C

°

° °

°

+ =

+ = ⇒ = =


= ⇒ = =


= 

180 1

180 2 1 3 90

3 2 4 90

4

با توجه به محاطی بودن

:با توجه به متوازی الاضلاع بودن
 ABCD چهار ضلعی

مستطیل است

اثبات قسمت دوم: اگر متوازی الاضلاعی محیطی باشد لوزی است.
:
: , ,
AB DC BC AD

AB DC AB BC DC AD

AD BC

+ = + 
= ⇒ = = =
= 

1

2 1 2 3

3

با توجه به محیطی بودن
با توجه به لوزی بودن

A B

CD

10 ثابت کنید که در هر مثلث متساوی الاضلاع، دایرهٔ محاطی داخلی بر سه دایرهٔ محاطی برونی مماس است.

با توجه به متساوی الاضلاع بودن مثلث ABC داریم که نیمساز هر زاویه داخلی مثلث، عمود منصف 
ضلع مقابل آن زاویه نیز هست؛ یعنی نقطه F نقطه وسط ضلع AB است.

اگر دایره محاطی خارجی نظیر ضلع AB را در نظر بگیریم، با توجه به اینکه مرکز دایره محاطی خارجی 

⇒
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C

M

E

O′

O

A

B

1
1

1

1

2

2

نظیر ضلع AB، نقطه محل برخورد نیمسازهای خارجی در زاویه A و B است، پس طبق شکل و با توجه به 
متساوی الاضلاع بودن مثلث ABC داریم: 

2 و 1
O'  F = O'  F

 

 

       

, :AO F BO F A B

F F

A F O A F O O O

∆ ∆
°

°

°

′ ′ = = 
= = ⇒



′ ′ ′ ′ ′+ + = + + = ⇒ = = 

1 1

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

60 1

90 2

180 30

در نقطه مماس بودن بر )ز ض ز(
AB ضلع

AO F BO F AF BF
∆ ∆
′ ′≅ ⇒ =

یعنی F نقطه وسط AB است. با توجه به اینکه پاره خط AB یک نقطه وسط دارد، بنابراین هم دایره 
محاطی داخلی و هم دایره محاطی خارجی نظیر ضلع AB، در نقطه وسط بر ضلع AB مماس هستند، پس، 
دو دایرهٔ مذکور در همان نقطه بر هم مماس هستند. به طریقی مشابه ثابت می شود که دایرهٔ محاطی داخلی 
مثلث بر دو دایرهٔ محاطی خارجی مثلث ABC نیز در دو نقطه وسط ضلع نظیر مماس است؛ بنابراین، در هر 

مثلث متساوی الاضلاع، دایرهٔ محاطی داخلی بر سه دایرهٔ محاطی برونی مماس است.
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فصل دوم

تبدیل های هندسی و کاربردها
2

 تبدیل های هندسی با بسیاری از مفاهیم هندسی از جمله هم  نهشتی 
ارتباط نزدیکی دارند. همچنین کاربردهای فراوانی در صنعت، معماری 
با ارزش بشر  از دستاوردهای  تاریخی که  بناهای  و هنر دارند. خلق 
به شمار می آید، بدون به کارگیری تبدیل های هندسی میسر نمی شد. 

عمارت مسجد نصیرالملک در شیراز نمونه ای زیبا از این مطلب است.
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تصویر عنوانی

بناها  این  دیدن  با  و  می کرده اند  استفاده  تاریخی  بناهای  در ساخت  هندسه  دانش  از  ایرانی  معماران  ــ 
می توان به میزان آگاهی و دانش ریاضی ایرانیان پی برد.

تصویر عنوانی این فصل از کتاب، یکی از زیباترین مساجد ایران از لحاظ کاشی کاری و مقرنس و یکی از 
مساجد قدیمی شهر شیراز به نام مسجد نصیرالملک است که در محله گود عربان )محله اسحق بیگ( واقع 

در جنوب خیابان لطفعلی خان زند در نزدیکی شاهچراغ در کوچه نصیرالملک قرار دارد.
این بنا، به دستور »میرزا حسن علی خان«، ملقب به »نصیرالملک« که از اعیان و اشراف شیراز بود، ساخته 
بلند و کاشی کاری های  شد و معماری آن کار محمد حسن معمار بوده است. شیشه های رنگی، طاق های 
فوق العاده آن بسیار زیباست. کاشی های فیروزه ای کف، نقش گل و بوته و آیات قرآنی سقف و ستون های 
سنگی، نمای داخلی آن را بسیار دل انگیز کرده است. در ساعات اولیه صبح، بخصوص در فصل پاییز و 
زمستان، تابش آفتاب از پس شیشه های رنگی درهای ورودی بر کاشی کاری ها و ستون ها و کف و دیواره 
شبستان، منظره ای فوق العاده را می آفریند که در هیچ تابلوی نقاشی یافت نمی شود و به همین علت به آن 

»مسجد صورتی« نیز می گویند.
به دلیل وجود تقارن های زیبای هندسی در بنای این مسجد، به عنوان تصویر عنوانی این فصل انتخاب 

گردیده است.
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نقشۀ مفهومی فصل دوم
تبدیل های هندسی و کاربردها

تبدیل های هندسی

بازتاب

انتقال

دوران

تجانس

طولپایی
 )ایزومتری(

نقاط ثابت تبدیل

  تبدیل همانی

تقسیم شکل به دو 
نیمه مساوی

حل مسائل 
هم محیطی

پیدا کردن 
کوتاه ترین مسیر

کاربرد تبدیل ها

 کاربرد انتقال

کاربردهای بازتاب
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نگاه کلی به فصل

هندسه، مطالعه ویژگی هایی از یک مجموعه است که تحت یک گروه از تبدیل ها، روی آن مجموعه حفظ 
)فلیکس کلاین( می شوند. 

اقلیدس سعی کرد انطباق مثلث ها را، با حرکت دادن یک مثلث و منطبق کردن آن بر مثلث دیگر، ثابت 
کند. 

اواین حرکت ها را تعریف نکرده بود و فقط به طور شهودی آنها را در شکل ها نشان داده بود. در سال 
.1827

ریاضی دان و ستاره شناس آلمانی، »موبیوس«، به وسیله تعمیم حرکت در تمام صفحه، مفهومی از ترکیب 
حرکت ها را ارائه کرد.

تبدیل ها در صفحه، نوعی از تابع روی نقاط هستند که نقطه هایی از صفحه تحت آنها به نقاط دیگری از 
آن صفحه نظیر می شوند. »فلیکس کلاین« یکی از هندسه دانان بزرگ اواخر قرن نوزدهم و اوایل قرن بیستم 
در دانشگاه »ارلانگر« آلمان، برنامه ای در سال 1872 ارائه کرد که بر اساس آن هندسه باید به صورت مطالعه 
»برنامه  نام  به  این دیدگاه  تعریف شود.  ثابت می مانند  یا  نمی کنند  تغییر  تبدیل ها  تبدیل ها و اشیائی که تحت 

ارلانگر« شناخته می شود.
اگر برنامه ارلانگر را در هندسه اقلیدسی به کار ببریم، در این هندسه، تبدیل ها چه ویژگی هایی باید داشته 
و  پاره خط ها،مثلث ها  مانند خط ها،  اقلیدسی  تبدیل هایی، شکل های اساسی هندسه  یعنی تحت چه  باشند؟ 
دایره ها پایا می مانند؟ پاره خط ها ساختار اصلی بیشتر شکل های هندسی هستند؛ بنابراین، تبدیل های اقلیدسی 

باید حداقل، اندازه پاره خط ها را حفظ کنند؛ یعنی باید طول را ثابت نگه دارند.
بنابراین روشی جدید در هندسه وجود دارد که در آن می توان هدف اقلیدس را به روش دقیق ریاضی 
منظم کرد. این کار با تعریف مفهوم کلی حرکت صلب یا طولپا به کمک تبدیل های هندسی انجام می گیرد و 

»هندسه تبدیلاتی« نام دارد.
در این فصل ابتدا تبدیل های هندسی بازتاب، انتقال و دوران به شکل شهودی مرور می شود و سپس 
ویژگی های آنها به شکل استنتاجی بررسی خواهد شد. تبدیل تجانس نیز در ادامه، معرفی و بررسی خواهد 

شد.
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تبدیل های هندسی

درس  اوّل

اهداف درس

1 آشنایی با تبدیل های هندسی و یادآوری اطلاعات قبلی؛
2 شناخت تبدیل به عنوان تابع؛ 

3 درک مفهوم طولپایی )ایزومتری( و تعریف آن؛
4 شناخت ویژگی های تبدیل های طولپا؛

5 شناخت بازتاب، انتقال، دوران و تجانس و ویژگی های هر یک از آنها؛
6 آشنایی با نقطه ثابت تبدیل و تعریف آن؛

7 آشنایی با ویژگی های تجانس مستقیم و معکوس، انقباض و انبساط؛
8 شناخت تبدیل همانی و تعریف آن.

توصیه های آموزشی

1 برای انجام فعالیت اول فصل، زمان کافی در نظر بگیرید تا فرصت تأمل و تفکر به دانش آموزان داده 
شود؛ چون در قسمت های بعدی نیاز به صرف وقت زیاد نخواهید داشت.

2 در این کتاب، تمرکز اصلی بر روی دیدگاه هندسی است. لذا از ورود به مباحث تحلیلی و جبری 
اجتناب کنید.

3 در ابتدای تدریس هر یک از تبدیل ها و بیان ویژگی های آن، سعی شود هر ویژگی، در تبدیل های قبلی 
یادآوری و از دانش آموزان سؤال شود تا بتوانند مقایسه بین تبدیل ها را به خوبی یاد بگیرند.
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4 استفاده از تصاویر مربوط به بناهای تاریخی و معماری ایرانی می تواند هم در آموزش بهتر مطالب 

راهگشا باشد و هم باعث افزایش عشق به هنر و میهن گردد.

روش تدریس درس اوّل

ایجاد انگیزه
با نمایش دادن تصاویری از معماری ایرانی، که تبدیل های هندسی در آنها به کار رفته است، از دانش آموزان 

بخواهیم ویژگی های تصاویر را بیان کنند. این ویژگی ها را به طور شهودی بررسی کنیم.
آموزش تبدیل های هندسی در این کتاب با مرور مفاهیم سال های قبل شروع می شود. کتاب می کوشد، 

ضمن یادآوری مفهوم بازتاب، دوران و انتقال، ویژگی های آنها را به طور شهودی  بیان کند.
در اولین فعالیت فصل، مفهوم بازتاب، انتقال و دوران، ضمن حل چند سؤال، یادآوری شده، در ادامه 
با طرح سؤالات متنوع، این مفاهیم و ویژگی های تبدیل های فوق بررسی می شوند. پس از انجام این فعالیت، 
تعریف دقیق تبدیل T، به عنوان یک تابع روی نقاط صفحه، بیان می گردد و با چند مثال ویژگی های تابع بودن 
T نشان داده می شود. آنگاه پس از تعریف طولپایی )ایزومتری( به فعالیت بعدی می پردازیم که در آن اولین 
نتیجه گیری می شود. محتوای این  به آن  تبدیل های طولپا بررسی شده است و سپس قضیه مربوط  ویژگی 

درس در یک جلسه ارائه می شود.
در جلسه بعد، تبدیل های بازتاب، انتقال و دوران معرفی و بررسی می شود.

1 بازتاب: ابتدا روش به دست آوردن بازتاب یک نقطه را از دانش آموزان سؤال می کنیم و از آنان 

و  تعریف دقیق آن می پردازیم  به  بیان کنند و خود  بازتاب را  تابلو، مفهوم  با رسم شکل روی  می خواهیم، 
همچنین خط بازتاب یا محور بازتاب را معرفی می کنیم.

در ادامه، یک نقطه روی محور بازتاب می گذاریم و از دانش آموزان می خواهیم بازتاب این نقطه را نسبت 
به محور فوق پیدا کنند و سپس نقطه ثابت تبدیل را تعریف می کنیم.

حال از دانش آموزان در مورد تعداد نقطه های ثابت بازتاب سؤال می کنیم و با راهنمایی، آنان را به پاسخ 
»بی شمار نقطه ثابت« می رسانیم. در ادامه یک »فعالیت« برای اثبات طولپا بودن بازتاب طراحی شده و فعالیت 
بعدی به بررسی این ویژگی اختصاص دارد که آیا بازتاب، شیب خط را حفظ می کند یا خیر. »کار در کلاس« 

بعدی نکات بیشتری درباره ویژگی های آن را دربردارد.
2 در جلسه بعد، بحث »تبدیل انتقال« را مطرح می کنیم. در ابتدا »بردار و ویژگی های آن« و »دو بردار 

برابر« یادآوری می شوند. سپس انتقال یک شکل به کمک بردار انتقال توضیح داده شده، تعریف انتقال بیان 
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می شود. با انجام »فعالیت« بعد از آن، طولپا بودن انتقال بررسی شده، قضیه مربوط به آن نیز بیان می شود. در 
ادامه فعالیت، قضیه حفظ شیب خط در حالت های مختلف مطرح می شود که می توان از فراگیران خواست 

آن را به عنوان تمرین انجام و در جلسه بعدی ارائه دهند.
3 تبدیل بعدی، دوران است. با نشان دادن تصاویر کتاب، تعریف دوران و نحوه و جهت دوران یک 

شکل  توضیح داده می شود. در فعالیت بعدی قضیه طولپا بودن دوران بررسی شده، با حل »کار در کلاس« 
مفاهیم تثبیت می شود.

تمرین های صفحه بعد به عنوان تکلیف در منزل در نظر گرفته شده، این مبحث در این جلسه آموزشی 
به پایان می رسد. در جلسه بعد، بحث تبدیل تجانس اولین بار برای دانش آموزان مطرح می شود. با نمایش 
تصاویر کتاب و ارتباط دادن آن با تشابه می توان ذهن دانش آموزان را به مطلب جدید نزدیک و سپس تجانس 

را تعریف کرد و نحوه پیدا کردن تصویر  یک نقطه را در تجانس توضیح داد.
در فعالیت بعدی حالت های مختلف تجانس با در نظر گرفتن مقادیر مختلف برای نسبت تجانس بررسی 

A اطلاع  B
K

AB
′ ′

= شده است. دقت داشته باشید که در قسمت اول این فعالیت دانش آموز هنوز از رابطهٔ 
 OA و   OA′ مقایسه  از  تجانس  تعریف  طبق  و  شطرنجی  صفحه  کمک  به  را  تجانس  نسبت  لذا  و  ندارد 

تشخیص می دهد.
در ادامهٔ این فعالیت و با پر کردن جدول داده شده، برای مقادیر مختلف نسبت تجانس، ویژگی های تجانس 
جمع بندی می شود. دقت داشته باشید که تجانس همواره )حتی برای مقادیر منفی از نسبت تجانس( جهت 

شکل را حفظ می کند.
در دو »فعالیت« بعدی، دو قضیه مربوط به حفظ شیب خط و اندازه زاویه در تجانس ثابت شده اند. در 
این فعالیت نسبت تجانس مثبت است و مرکز تجانس بیرون خط و زاویه در نظر گرفته شده. اثبات در حالتی 

که نسبت تجانس منفی است، به دانش آموز واگذار شده است.
در »کار در کلاس« بعدی نیز، ویژگی های دقیق تری از تجانس طرح و بررسی می شود.

در فعالیت بعدی، »تبدیل همانی« تعریف شده و در شرایط مختلف بازتاب، انتقال، دوران و تجانس بررسی 
می شود.

طولپایی تبدیل همانی، سؤالی است که می توان به عنوان تحقیق برای دانش آموزان در نظر گرفت که آن 
را در جلسه بعدی ارائه دهند.
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اهداف درس

1 آشنایی با کاربرد تبدیل ها در محیط اطراف؛

2 آشنایی با کاربرد بازتاب در حل مسئله تقسیم یک شکل به قطعه های مساوی؛

3 آشنایی با کاربرد بازتاب در حل مسئله هم پیرامونی؛

4 آشنایی با کاربرد بازتاب در حل مسئله کوتاه ترین مسیر؛

5 حل مسئله های نمونه مثال های کتاب.

توصیه های آموزشی

1 از دانش آموزان بخواهید در این درس به شکل های کتاب توجه کرده، آنها را توضیح دهند.

2 از دانش آموزان بخواهید کاربردهایی از تبدیل ها، به خصوص بازتاب را که با آن برخورد داشته اند، 

بیان کنند.

روش تدریس درس دوم

در این درس چند کاربرد از »تبدیل هندسی بازتاب« مطرح شده است. در ابتدا با نمایش تصاویری از 
هنر و معماری ایرانی، کاربرد تبدیل ها را در تصاویر بررسی کنید و از دانش آموزان بخواهید آنها را تفسیر 
کنند دقت داشته باشید که در این قسمت اشاره دقیق به تبدیل های به کار رفته مدنظر نیست و تنها سعی شده 
با طرح  است که از جلوه های هنری برای جلب توجه و تقویت انگیزه دانش آموزان استفاده شود. سپس 
سه مسئله »تقسیم کیک به قطعه های مساوی«، »هم پیرامونی یا هم محیطی« و »پیدا کردن کوتاه ترین مسیر«، 

کاربرد تبدیل ها

درس  دوم
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کاربرد بازتاب را بررسی می کنیم. در ادامه، با حل مسئله های »کار در کلاس« و تمرین مربوط به آن، یادگیری 
عمیق می شود.

کج فهمی ها و اشتباهات رایج
مواردی که ممکن است دانش آموزان در آنها دچار کج فهمی یا اشتباه در درک مطلب شوند و لازم است 

معلمان بر آن تأکید بیشتر کنند عبارت انداز:
1 درک مفهوم نقطه ثابت تبدیل: بهتر است با استفاده از تصاویر مختلف و نمایش نقاط ثابت تبدیل 

در آن، به درک بهتر مفهوم آن کمک کنید؛
2 زاویه منفی در درس مثلثات معرفی می شود در این کتاب زاویه منفی نداریم؛

 ،k به ازای همه مقادیر  با مثال ها و تصاویر مختلف نشان دهیم که  3 تجانس مستقیم و معکوس: 

تجانس جهت شکل را حفظ می کند و حتی در تجانس معکوس هم جهت تغییر نمی کند.
4 انقباض و انبساط: در این بخش با شکل نشان دهیم که برای k  |>1| در شکل انقباض صورت 

می گیرد و تصویر مجانس نسبت به شکل اولیه کوچک تر می شود. همچنین برای k  |  <1|  انبساط صورت 
می گیرد و مجانس نسبت به شکل اولیه بزرگ تر می شود. استفاده از جدول های صفحه 46 و 47 به درک 

بهتر و تمایز بین این حالت ها کمک می کند.

سؤالات ارزشیابی

1 دایره C و پاره خط AB مفروض اند. چند وتر مساوی و موازی AB در دایره رسم می شود؟  
AB باشد و C و ʹ  C در نقاط ʹ  M و ʹ  N متقاطع باشند، 

 حل: اگر ʹ  C انتقال یافته دایره C تحت بردار 
جواب های مسئله ʹ  MM  و ʹ  NN است؛ پس مسئله، حداکثر، دو جواب دارد.

M′
C ′M

C O′O

NN ′

A B
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2 مثلث ́     AʹB   ́C مجانس مثلث ABC با نسبت تجانس 3 است. اگر مساحت مثلث ABC برابر با 10 

باشد، مساحت مثلث ́     AʹB   ́C چقدر است؟
:حل

 
S S

K S
S

′ ′ ′= → = → =2 9 90
10

3 دو دایره متساوی مماس خارج اند. این دو دایره با چه نسبتی مجانس یکدیگرند؟

حل: K=-1 و مرکز تجانس آنها نقطه تماس دو دایره است.
4 دو دایره C و ʹ  C مفروض اند. چند مثلث متساوی الاضلاع با رأس ثابت A وجود دارد که به رأس 

دیگرش روی دو دایره باشد؟
حل: اگر دایره C را به مرکز A و زاویه α =60° دوران دهیم حداکثر در دو نقطه با دایره ʹ  C متقاطع 

خواهد بود. پس حداکثر دو مثلث متساوی الاضلاع با شرایط فوق قابل رسم است.
5 در شکل زیر نقطه O مرکز تجانس و A مجانس B است. حدود نسبت تجانس را تعیین کنید؟

حل:
, | |OA KOB K K K= ⇒ < > ⇒ < −0 1 1

   

OA BO

پاسخ »فعالیت ها« »کار در کلاس «ها و تمرین ها
فعالیت صفحه 34

1

الف( 2          ب( 3 و 1          پ( 1 و 3
2

پاره خط،  آن  اندازه  به  کرده،  عمود   d بر خط  مثلث  رأس های  از  الف( 
 B  ʹ و A  ʹ امتداد می دهیم تا تصویرش به دست آید. سپس نقاط تصویر یعنی

و ʹ  C را به هم وصل می کنیم. مثلث ́  AʹBʹC تصویر مثلث ABC است.
خط d عمود منصف پاره خط هایی است که هر نقطه را به تصویرش 

وصل می کند.
ب( موقعیت را تغییر می دهد، ولی اندازه ها را تغییر نمی دهد.

 BʹC  ́ متناظرش  پاره خط  با شیب   BC پاره خط  پ( خیر؛ شیب 
برابر نیست.

باشد،  بازتاب  بر محور  یا عمود  نظر، موازی  اگر خط مورد  ت( 

AC

B

A′ C ′

B′
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آن گاه شیب آن حفظ می شود؛ مثلاً در شکل صفحهٔ قبل، پاره خط AC بخشی از خط عمود بر d است و 
تصویر آن هم روی همان خط عمود قرار دارد و به همین دلیل شیب پاره خط های AC و ́  AʹC برابر است. 
همچنین پاره خط AB موازی محور بازتاب است و تصویرش هم با آن موازی است؛ پس شیب هر دو یکی 

است.
3

V رأس های مربع را 5 واحد به سمت راست و 3 واحد به سمت پایین  الف( با توجه به اندازه بردار 
انتقال می دهیم و نقاط تصویر را به دست می آوریم. سپس نقاط تصویر را به ترتیب به هم وصل می کنیم. مربع 
V است. پاره خط هایی که هر نقطه را به تصویرش نظیر  ʹAʹB ́C  ́D  انتقال یافته مربع ABCD تحت بردار 

V موازی و مساوی اند. می کند با هم و با بردار 
ب( موقعیت شکل را حفظ نمی کند، ولی اندازه ها را حفظ می کند.

پ( بله                                             ت( بله
 4

ب( موقعیت شکل را حفظ نمی کند، ولی اندازه ها را حفظ می کند.
پ( خیر، شیب پاره خط اولیه با شیب پاره خط تصویرش برابر نیست.

ت( اگر زاویه دوران مضارب π باشد )0، 180، 360( دوران تحت آن شیب خط را حفظ می کند.

فعالیت صفحه 36
دقت داشته باشید که این فعالیت یک تبدیل را در حالت کلی نشان می دهد و انتقال نیست. با توجه به 

طولپایی تبدیل داریم:
ABض ض ض A B

OA O A OAB O A B AOB A O B

OB O B

∆ ∆ ∧ ∧
′ ′=

 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ ≅ ⇒ = = α
 ′ ′=

اجزای متناظر

 
فعالیت صفحه 38 

الف( می دانیم مستطیلی چهار ضلعی است که همه زاویه های آن قائمه است.

||

AH A H
BH B H

AH BH AH BH AA BB

ABB AAA d
AA BB

BB d

′=
′ ′ ′=

′ ′ ′ ′= ⇒ = → =


′ ′⇒′ ⊥  ′ ′⇒ ′ ⊥  

2 2

متوازی الاضلاع است 

||
||

||
A B AB

A B d
AB d

′ ′  ′ ′⇒


 

AB موازی d است

AB = A′  B  ′ و بنابراین

دو ضلع روبه رو موازی و مساوی پس

⇒
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مستطیل  یک   ABBʹAʹ ضلعی  چهار  پس  دارد.  قائمه  زاویه   ABBʹAʹ متوازی الاضلاع  طرفی  از 
است.

 MA ب( اگر هر دو نقطه ابتدا و انتهای پاره خط روی خط بازتاب باشند در این حالت بازتاب پاره خط
بر روی خودش منطبق است.

( )
( )

S M M
MA MA

S A A

=
⇒ =

=
 

همنهشتی مثلث ها
AH A H

H H MAH MA H MA MA

MH MH

∧ ∧ ∆ ∆°

′= 
 ′ ′= = → ≅ → =
= 

1 2 90
ض زض اجزای متناظر  

خاصیت عمود منصف یک پاره خط: خط d عمود منصف پاره خط ʹAA است؛ بنابراین، هر نقطه 
  MA=MAʹ به یک فاصله است؛ یعنی AAʹ از دو سر پاره خط d  روی خط M مثل

پ( قبلاً اشاره شد که تبدیل یافته هر خط راست البته یک خط راست است. بنابراین تبدیل یافته خط 
MB خط ′  MB است و هر نقطه مثل A روی خط MB بازتابی مثل ′A دارد که روی خط ′  MB قرار دارد.

 
پس: 

از قسمت ب داریم ,

AB MB MA

A B MB MA AB A B

MB MB MA MA

= − 
′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⇒ =
′ ′= =   

ت( طبق آنچه در )پ( گفته شد بازتاب خط AB خطی مثل ′   A′B است. 
حال داریم:

,

AB AM MB

A B A M B M AB A B

MB MB AM A M

= + 
′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ =
′ ′= = 
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فعالیت صفحه 39
الف( خط n موازی خط بازتاب d است. دو نقطه دلخواه مانند A و B را روی n انتخاب می کنیم. طبق 
قسمت )الف( در فعالیت صفحه قبل می دانیم که تصویر پاره خط AB نسبت به خط بازتاب d یعنی پاره خط 
ʹAʹB با پاره خط AB و خط d موازی است. از طرفی چون خط ʹn تصویر خط n است، پس نقاط ʹA و 

ʹB نیز روی ʹn قرار دارند؛ در نتیجه خط ʹn موازی n و d خواهد بود.
وقتی دو خط موازی باشند، در صورت وجود شیب، شیب ها با هم برابرند؛ پس شیب خط حفظ می شود. 
وقتی شیب برای یکی از خط ها تعریف نشود، برای دیگری نیز تعریف نمی شود؛ پس در این حالت، بازتاب 

شیب خط را حفظ می کند.
ب( حفظ نمی کند.

بدیهی است که اگر خط داده شده در راستای عمود بر محور بازتاب باشد، در این حالت بازتاب شیب 
خط را حفظ می کند.

کار در کلاس صفحه 40
A )الف

AʹH = AH و d AA′⊥ چون خط d عمود منصف پاره خط ʹAA است، بنابراین: 
پس اگر از ʹA بر خط d عمود کنیم و به اندازه خودش امتداد دهیم، نقطه A به دست می آید.

ب( خود آن نقطه است.
(Aʹ)ʹ=A                       S   (S   (A))=S    (Aʹ)=A  

پ( مثلث ــ همنهشت
ت( موازی یا عمود

ث( روی خط d ــ بی شمار 

فعالیت صفحه 41
AA یعنی اندازه پاره خط ʹAA مساوی طول  V′ =

  الف( ʹA تصویر A است، پس بنا به تعریف انتقال 
BB موازی  AA و́  BB درنتیجه ́  V′ =

  B تصویر B است و به طور مشابه  V و با آن موازی است.́  بردار 
AB = AʹBʹ متوازی الاضلاع است؛ پس AAʹBʹB و مساویند و با توجه به راهنمایی فوق چهارضلعی

ب(

AB AA A B

A B A B BB AB A B

AA BB

′ ′= + 
 ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ = 
 ′ ′= 

 )1
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AB AA BA

A B BB BA AB A B

AA BB

′ ′= − 
 ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⇒ = 
 ′ ′= 

  )2

2 در هر یک از حالت های فوق نشان می دهیم انتقال، شیب خط را حفظ می کند. در حالت الف( نتیجه 

گرفتیم که چهارضلعی AAʹBʹB متوازی الاضلاع است؛ پس ʹAB ||AʹB درنتیجه شیب پاره خط ها یکی 
است.

 ،A  ́،B ،A در حالت )ب( و )پ( هر پاره خط با تصویرش بر روی یک خط قرار دارند؛ )به عبارت دیگر نقاط
ʹB روی یک خط قرار دارند( پس شیب آنها با هم برابر است.

فعالیت صفحه 42
AOB A OB O O O O′ ′= ⇐ + = + = α1 2 3 2 الف(  

همنهشتی دو مثلث:
OA OA

OB OB AOB A OB AB A B

AOB A OB

∆ ∆
′=

 ′ ′ ′ ′ ′= → ≅ → =
 ′ ′=

ض زض اجزای متناظر

 
ب( با توجه به شکل داریم:

OAض زض OA
AOB A OB

AOB A OB OB OB
A OB A OB

AOB A OB

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧
∧ ∧

 ′= ′= α+ ′ ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ 
 ′ ′ ′= α+ ′ ′ =  

AOB A OB
∆ ∆

′ ′⇒ ≅  AB A B′ ′→ =
اجزای متناظر

 

,

AB AO OB

A B A O OB AB A B

AO A O OB OB

= + 
′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⇒ =
′ ′= = 

پ(                                                               

,

AB AO OB

A B A O OB AB A B

AO A O OB OB

= − 
′ ′ ′ ′ ′ ′= − ⇒ =
′ ′= = 

ت( 
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کار در کلاس صفحه 43

B

DO

A

C

C ′

D′

B ′

A′
°120

C ′

B ′
A′

B

A
C

 )ب()الف(

تمرین صفحه 44

AH از تعریف بازتاب A HBH B H AB AH B A A H AB A B′=′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ + = + → =   1

2 در بازتاب این نقاط، جهت حرکت خلاف عقربه های ساعت است. خیر؛ می توان گفت که بازتاب 

جهت شکل را حفظ نمی کند.
3

AH HA
A H H A

AA AH HA A H H A AA HA A H′=
′ ′ ′ ′′=

′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′= + + + → = +2 2 الف( 

( )
m

AA HA A H AA m′′ ′ ′ ′ ′′⇒ = + ⇒ =2 2


 
ب( بنابر قسمت )الف( به روش مشابه می توان نتیجه گرفت:

BBʹʹ = CC    ″ =2m

پ( با یک انتقال تحت برداری که اندازه آن دو برابر فاصله بین دو خط بازتاب d1 و d2 یعنی 2m و راستای 
ABC دانست. A را تصویر مثلث  B C′′ ′′ ′′ آن عمود بر این دو خط است، می توان مثلث 

نتیجه: دو بازتابی که محورهای بازتاب موازی داشته باشند، یک انتقال را نتیجه می دهند.

A

H

B A′ B′



72

4

O O
∧ ∧

=1 2 الف( خط d1 محور بازتاب است؛ پس نیمساز زاویه ʹAOA است؛ یعنی 
O O
∧ ∧

=3 4 خط d2 محور بازتاب است؛ پس نیمساز زاویه ʹʹAʹOA است؛ یعنی: 

O O

O O
AOA O O O O AOA O O

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧=

=
′′ ′′= + + + → = +1 2

3 4

1 2 3 4 2 32 2     

( )AOA O O AOA
∧ ∧ ∧

′′ ′′⇒ = + ⇒ = θ2 32 2  
BOB COC

∧ ∧
′′ ′′= = θ2 ب( طبق قسمت )الف( و به طور مشابه ثابت می شود:  

پ( با توجه به برابری OA′ ،OA و ″OA با یک دوران به مرکز O )نقطه برخورد دو خط بازتاب d1 و 
 ABC A را تصویر مثلث  B C′′ ′′ ′′ d2( و زاویه ای به اندازه دو برابر زاویه بین دو خط )2ɵ( می توان مثلث 

دانست.
نتیجه: دو بازتابی که محورهای بازتاب متقاطع داشته باشند، یک دوران را نتیجه می دهند.

پاسخ چرا در پایین صفحه 45

اگر در تجانس به مرکز O و نسبت K، نقطه ′   M مجانس نقطه M به نسبت K باشد، آنگاه:

( )
K

K OM KOM OM OM
K

×

′ ′> ⇒ = ⇒ =

1

1
0  

.
K

K OM K OM OM OM
K

×

′ ′< ⇒ = ⇒ =

1

1
0  

 است.
K
1 بنابراین نقطه M مجانس نقطه ′   M به نسبت 

فعالیت صفحه 46

1  با توجه به تعریف تجانس نقاط B و ′   B در یک طرف O قرار دارند پس K    <0 در نتیجه: الف( 

. )بدون محاسبه دقیق هم به کمک  OB
OB K OB K K K

OB

′′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =3 2
3

2
 

صفحه شطرنجی واضح است که ′  OB سه برابر OB است.(

. OC
OC K OC K K K

OC

′′ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =10
2

5
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ب(
خیر؛ زیرا اندازه پاره خط ها حفظ نمی شود.

پ( در مربع: طول تصویر هر پاره خط 3 برابر شده و در واقع این عدد همان نسبت تجانس است. همچنین 
A′B   ′ = 3AB        B   ′C     ′ = 3BC  
C      ′D    ′ = 3CD        D    ′A′ = 3DA  

در مثلث: طول تصویر هر پاره خط 2 برابر شده و در واقع این عدد همان نسبت تجانس است.

A′B   ′ = 2AB           B   ′C     ′ = 2BC  
AC A C A C AC′ ′ ′ ′= + = = + = = ⇒ =4 9 13 16 36 52 2 13 2  

A B C

ABC

S

S
′ ′ ′

× ×
= = =

× ×

2

1
4 6

2 4 2
1

2 3
2

A در مثلث:  B C D

ABCD

S

S
′ ′ ′ ′ = = = 236

9 3
4

ت( در مربع: 

در نتیجه مساحت تصویر نسبت به مساحت هر شکل برابر با توان دوم نسبت تجانس است.
2

الف( از رأس های هر شکل به مرکز O وصل می کنیم و به اندازه نسبت تجانس K امتداد می دهیم. اگر 
K مثبت باشد، نقطه و تصویرش در یک طرف نقطه O، و اگر K منفی باشد، نقطه و تصویرش در دو طرف 

نقطه O قرار دارند.
ب(

ندددن

ددددد

تجانس
ندددن

ندددن

ددددد

ندددن

|K   | = 1 به عبارتی K = -1 یا K = 1 )پ
ت( این خطوط در مرکز تجانس یعنی نقطه O همرس اند.
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فعالیت صفحه 48

. ||OA OB
OB K OB K AB A B

OA OB

′ ′′ ′ ′= ⇒ = = ⇒ ب( بنابر عکس قضیه تالس 

فعالیت صفحه 48

با توجه به شکل و قضیه قبل داریم:
AB || A′B   ′ , OB   ′ ق خطوط موازی مورب

→  B B
∧ ∧

′=1 1   1

 BC   ||  B′C   ′ , OB  ′ ق خطوط موازی مورب
→  B B

∧ ∧
′=2 2   2

از جمع دو طرف رابطه 1 و 2 داریم:

B B B B ABC A B C
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

′ ′ ′ ′ ′+ = + ⇒ =1 2 1 2  

کار در کلاس صفحه 49
1 الف(

حالت اول: برای سادگی مسئله را تنها برای حالتی بررسی می کنیم که نقطه O روی پاره خط AB قرار 
ندارد. اگر K < 0 در نتیجه:

عکس ق تالس .قضیه تالس
||

.
OA K OA OA OB

K AB A B
OB K OB OA OB

′ = ′ ′ ′ ′⇒ = = → →′ = 
OA OB A B

K
OA OB AB

′ ′ ′ ′
= = =

  

O

BA

A′ B ′
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حالت دوم: در این حالت نقطه O روی پاره خط AB قرار ندارد و K > 0 در نتیجه:

1 ب( 

فرض کنیم A1 A2 ...... An یک n ضلعی و نقطه O مرکز تجانس و K نسبت تجانس و چندضلعی 
A′1   A′2   ......   A′n مجانس آن باشد، بنابر تعریف تجانس داریم:

:طبق الف

.

.

.

n

n

n n

OA K OA

OA K OA OA OA OA OA
K

OA OA OA OA

OA K OA

′ = 


′ = ′ ′ ′ ′ ⇒ = = = = =

′ = 

1 1

2 2 1 2 3

1 2 3





 

چون اضلاع دو چند ضلعی متناسب هستند، و تجانس اندازه زاویه ها را ثابت نگه می دارد پس دو nضلعی 
متجانس حتماً مشابه هستند.

2 تجانس شیب خط را حفظ می کند. دو مثلث ABC و ′    A′B   ′C متشابه اند، ولی چون شیب خط هایی 

که شامل ضلع های مثلث ها می باشند حفظ نشده است، پس دو مثلث متجانس نیستند.
K = 2  

.

. ∆ ∆

∧ ∧

′ = ′ ′
⇒ = =  ′ ′ ′ ′′ =  ′ ′→ ⇒ = = =


′ ′ = 



OA K OA OA OB
K OA OB A BOB K OB OA OB AOB A OB K

OA OB AB
A OB AOB

ق 2 تشابه دو 
مثلث

A

C

BB ′

C ′

A′

8

6

12 6

3

4

O

BA

A′B′
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فعالیت صفحه 49
الف( انتقال در صورتی همانی است که بردار انتقال با بردار صفر برابر باشد.

دوران در صورتی همانی است که زاویه دوران صفر درجه یا 360 درجه باشد.
.K = 1 تجانس در صورتی همانی است که در آن

T   (A) = A , T   (B) = B ⇒ AB = AB .ب( بله؛ زیرا هر نقطه را به خود آن نقطه تصویر می کند
پ( 

1 خیر؛ زیرا هر نقطه باید تحت یک بردار غیرصفر در صفحه بلغزد؛ بنابراین، نمی تواند بر روی خودش 

بلغزد.
2 مرکز دوران تحت هر دورانی ثابت می ماند؛ پس نقطه ثابت تبدیل است.

3 مرکز تجانس، تصویرش روی خودش قرار می گیرد؛ پس نقطه ثابت تبدیل است.

کار در کلاس صفحه 50

مساحت شکلجهت شکلشیب خطاندازه زاویهطول پاره خط

دننددبازتاب

دددددانتقال

ددندددوران

ندددنتجانس

تمرین صفحه 50
1 الف( اگر نقاط ′A و ′   B مجانس های A و B باشند داریم:

.
||

.

OA K OA
OA OB

K AB A B
OA OBOB K OB

′ = ′ ′ ′ ′⇒ = = ⇒ ⇒
′ =

شیب دو خط مساوی است   

O

BA

A′B′
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B

O

A ′

C ′

1

1

2

2

B ′

A
C

از جمع طرفین دو رابطه خواهیم داشت: 

B B B B
∧ ∧∧ ∧
′ ′+ = +1 2 1 2  

B B ABC A B C
∧ ∧ ∧ ∧

′ ′ ′ ′= ⇒ =  

K = -2 )ب                                                                         K = 2 )2 الف

O O′

C ′C

M OO′

C ′

C

M

K = 1

2
پ( 

O O′

C ′

C

M

ب( چون تجانس شیب خط را حفظ می کند، پس داریم:
AB  ||  A′B   ′ , BB  ′ مورب B B

∧ ∧
′⇒ =1 1  

BC   ||  B ′C     ′ , BB  ′ مورب B B
∧ ∧

′⇒ =2 2  
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سؤال صفحه 52 )مسئله تقسیم کیک(

شکل های a، نسبت به محور بازتاب، قرینه اند؛ پس با هم همنهشت اند. 
همچنین شکل های b هم نسبت به محور بازتاب خود قرینه اند و در نتیجه 

همنهشت اند. پس به هر نفر یک سهم a و یک سهم b می دهیم.

سؤال صفحه 52 )مسئله هم پیرامونی(

در شکل از نقطه B به D وصل می کنیم. سپس آن را به عنوان محور بازتاب در نظر می گیریم و تصویر 
نقاط C ،B و D را نسبت به این محور به دست می آوریم. واضح است که تصویر نقاط B و D روی خودشان 

منطبق است ولی تصویر نقطه C نقطه ′    C است.
یکسان بودن محیط ها: با توجه به اینکه بازتاب یک تبدیل طولپاست پس داریم:

BC = BC    ′ و CD = C    ′D  
PABCDE = AB + BC + CD + DE + EA  

PABCDE = AB + BC    ′ + C     ′D + DE + EA ⇒ PABCDE = PABC     ′DE  
مسائل پیدا کردن کوتاه ترین مسیر صفحه 53

1 زیرا با توجه به تعریف بازتاب خط d عمودمنصف پاره خط ′AA است و نقاط M و M1 روی این خط 

AM1 = A′M1 و AM = A′M هستند. بنابر خاصیت عمودمنصف
2 بنابر قضیه نامساوی مثلثی، در هر مثلث مجموع دو ضلع از ضلع سوم بزرگ تر است.

ادعای هرون )اثبات(
 

A M AMA B A M MB A B AM MB
AM MB A M M B

A B A M M B

′ = ′ ′ ′= + → = +  ′⇒ + < +′ ′< + 
1 1

1 1

و چون نقطه M1 دلخواه است، پس ادعای هرون ثابت می شود.

مسئله صفحه 55

مسئله هرون، مردی که می خواهد از رودخانه آب بردارد و به اسطبل ببرد.
 B نیز تحت همان بردار به B   ′ منتقل شده و نقطه D تحت بردار انتقالی به طول 4 به C 2 در واقع نقطه

a

a b b



79فصل دوم: تبدیل های هندسی و کاربردها

منتقل شده است؛ بنابراین، با توجه به خواص تبدیل انتقال چهارضلعی ′CDBB متوازی الاضلاع است؛ 
پس:

ACDB مسیر = CD B B
CB DB

AC CD DB ACDB AC CB B B ACB B′=
′=

′ ′ ′+ + → = + + = مسیر 
 B   ′ به نقطه   A انتقالی به طول 4 و موازی رودخانه و در جهت شهر  B را تحت بردار  ابتدا نقطه   1

انتقال می دهیم. حال مسئله شبیه مسئله اسطبل می شود. بازتاب نقطه A را نسبت به خط کنار رودخانه به 
دست می آوریم؛ یعنی نقطه ′A سپس ′A به ′   B وصل می کنیم و نقطه C به دست می آید. از نقطه C موازی 
رودخانه به سمت شهر B و به طول 4 متر حرکت می کنیم تا نقطه D به دست آید. به این ترتیب، کوتاه ترین 

مسیر رسم می شود.

کار در کلاس صفحه 55
انتقال   B   ′ نقطه  به   A شهر  جهت  در  رودخانه  راستای  بر  عمود  و  مساوی  برداری  تحت  را   B نقطه 
می دهیم. سپس از ′   B به A وصل می کنیم تا نقطه M به دست آید.به این ترتیب، محل احداث پل MN به 
دست می آید، به طوری که مسیر AMNB کوتاه ترین مسیر است. مشابه مسئله قسمت )پ( می دانیم که مسیر 

AMB   ′B کوتاه ترین است پس:

AMB   ′B مسیر = MB NB
MN BB

AM MB BB AMB B′=
′=

′ ′ ′+ + → AM + NB + MN = AMNB = مسیر 

M

N

B

B ′

F B

D

C

E

AF ′

C ′

A

B C

D

E

D′
E ′

F ′

C ′

تمرین صفحه 56
 1
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2 با توجه به شکل، واضح است که عرض رودخانه در طول مسیر ثابت در نظر گرفته شده است. پس 

از نقطه B یا A روش هرون را برای پیدا کردن نقطه M اجرا می کنیم.

M

BA

B ′

A B

BA )برداری به موازات خط ″L و به طول 5 واحد( انتقال می دهیم تا خط 
 3 خط ′L را تحت بردار 

L1 به دست آید. این خط، خط L را در نقطه ای مانند M قطع می کند. از نقطه M موازی خط ″L خطی 

رسم می کنیم تا خط ′L را در نقطه N قطع کند. پاره خط MN جواب مسئله است.

M N

BA

5

5

A B




′


′′

1

 4

الف( ′A وسط B   ′ ،BC وسط AC و ′    C وسط AB قرار دارند. با توجه به خاصیت مرکز ثقل می دانیم 

 G به مرکز تجانس A مجانس نقطه A′ قرار دارد؛ پس نقطه A′ و A بین G همچنین نقطه GA GA′ = 1

2
که 

K است. همین مطلب در مورد نقاط ′   B و ′    C نیز صدق می کند. = − 1

2
و نسبت تجانس 

1 مساحت مثلث ABC است.

4
 ،A′B  ′C    ′ ب( با توجه به ویژگی تجانس مساحت مثلث

C B

A

C ′B ′

A ′

O
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فصل سوم

روابط طولی در شکل های هندسی
3

ند
ی و
کول
اد 
ره
: ف
س
عک

یکی از کاربردهای مهم روابط طولی، محاسبة فاصله های 
غیر قابل دسترس است.
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تصویر عنوانی

محاسبه فاصله های غیرقابل دسترس، یکی از مهم ترین کاربردهای روابط طولی در هندسه است. محاسبه 
ارتفاع کوه های بلند از جمله این محاسبه ها است. تصویر ابتدای این فصل، مربوط به اُشتران کوه، معروف 
به آلپ ایران، رشته کوهی در شرق استان لرستان و یکی از بلندترین رشته کوه های زاگرس است. سن بران 
بلندترین قلهٔ این رشته کوه به ارتفاع 4150 متر است. این رشته کوه، سرچشمه یکی از سرشاخه های رود 
دز به نام ماربره است که در دوره کوه زایی جدید ایجاد شده است. این کوه از جمله کوه های جوان است 
که حدود 30 میلیون سال پیش ایجاد شده است. قله های بلند و پربرف، دره های ژرف و طولانی، رودهای 
اشتران کوه  ویژگی های  جمله  از  کوهپایه ای  روستاهای  و  متنوع  بسیار  جانوری  و  گیاهی  پوشش  دائمی، 
می باشد که، به سبب بلندی، از فاصله 100 کیلومتری نیز به خوبی پیداست. گفته می شود این رشته کوه، به 
سبب وجود قله های 8 گانه، که هر یک بلندتر از 4000 متر و مانند کاروانی از شتر به ردیف قرار گرفته است، 

به شتر کوه و یا اشتران کوه معروف شده است.
همان گونه که در تصویر دیده می شود، در مثلث ABC به کمک دوربین زاویه سنج )طول یاب( زاویه دید 
 )AB( اندازه گیری می شود و با استفاده از قضیهٔ سینوس ها ارتفاع قله AC و طول )C∧ ( C از نقطه دید AB

به دست می آید.

.sin .sin
sin sin sin
AC AB AC C

AB AC C
C

= ⇒ = =
°90 90

 

A

B C
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قضیۀ نیمسازهای زاویه های داخلی 
و محاسبه طول نیمسازها

قضیۀ سینوس ها

قضیه کسینوس ها

قضیه هرون )محاسبه ارتفاع ها و 
مساحت مثلث(

برخی از روابط طولی در 
مثلث قائم الزاویه

 قضیۀ نیمسازهای زاویه های 
داخلی

محاسبۀ طول نیمسازهای 
زاویه های داخلی مثلث

 محاسبه مساحت مثلث به 
کمک دستور هرون

 محاسبه ارتفاع های مثلث به 
کمک دستور هرون

محاسبه مساحت مثلث به کمک 
نسبت های مثلثاتی

روابط طولی در مثلث

نگاه کلی به فصل

این فصل شامل چهار درس است که در آن به روابط طولی در هر مثلث دلخواه اشاره می شود. در هندسه 
)1( برخی از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه بیان و اثبات شد. در این فصل، قضیه سینوس ها، قضیه 
کسینوس ها، قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی و محاسبه طول آنها و قضیه هرون بیان و اثبات می شود. 
در درس چهارم می توان با استفاده از دستور هرون، طول ارتفاع های نظیر اضلاع هر مثلث را محاسبه کرد. 

در این درس، دستور دیگری نیز برای محاسبه مساحت مثلث به کمک نسبت های مثلثاتی بیان شده است.
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قضیه سینوس ها

درس  اوّل

اهداف درس

 در پایان این درس از دانش آموز انتظار می رود بتواند:
1 روابط طولی در مثلث قائم الزاویه را بیان کند؛ 

2 با استفاده از روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، مسائل مرتبط را حل کند؛

3 قضیه سینوس ها در هر مثلث دلخواه را بیان کند؛

4 نشان دهد قضیه سینوس ها در هر مثلث دلخواه برقرار است؛

5 در حل مسائل مرتبط، از قضیهٔ سینوس ها استفاده کند؛

6 نمونه هایی از کاربرد قضیه سینوس ها در زندگی را مثال بزند.

روش تدریس درس اوّل

معلم در ابتدا می تواند، با رسم یک مثلث قائم الزاویه و ارتفاع نظیر وتر، روابط طولی ذکر شده در کتاب 
هندسه )1( را یادآوری کند. همچنین می تواند بیان فارسی روابط طولی را از دانش آموزان بخواهد تا این 

روابط به صورت بهتری در ذهن دانش آموزان ماندگار شود.

، در هر مثلث قائم الزاویه، مربع هر ضلع زاویه قائمه برابر است با حاصل ضرب  .
.

AB BC BH
AC BC CH

=
=

2

2  2 1 و 

اندازه وتر در اندازه تصویر آن ضلع بر وتر.
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قائم الزاویه،  مثلث  هر  در   ،AH   2 = BH . CH  3

اندازه ارتفاع وارد بر وتر، واسطه هندسی بین اندازه دو 
قطعه روی وتر است.

AB 2 + AC   2 = BC   2 4، رابطه فیثاغورس: در هر 

با مجموع  برابر است  اندازه وتر  مثلث قائم الزاویه، مربع 
مربع های اندازه دو ضلع زاویه قائمه.

AB . AC = BC . AH 5، در هر مثلث قائم الزاویه، حاصل ضرب اندازه های اضلاع زاویه قائمه برابر 

است با اندازه وتر در اندازه ارتفاع وارد بر وتر.
ــ در ادامه درس، با طرح سه فعالیت، قضیه سینوس ها در هر مثلث دلخواه اثبات می شود.

با یادآوری تعریف نسبت های مثلثاتی و تکمیل جاهای خالی توسط  در فعالیت )1( معلم می تواند،  ــ 
دانش آموزان، به این نتیجه برسد که در هر مثلث قائم الزاویه، نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه مقابل 

آن، برابر است با اندازه وتر.

sin
sin

b b
B a

a B
= ⇒ =  

sin
sin

c c
C a

a C
= ⇒ =  

sin sin
sin

a a
A a

a A
= ° = ⇒ =90  

ــ در ادامه، قضیه سینوس ها در سه حالت اثبات می شود:
A قائمه باشد.

∧
حالت اوّل: 

A حاده باشد.
∧

حالت دوم: 
A منفرجه باشد.

∧
حالت سوم: 

بررسی   )2( فعالیت  در  سوم  و  دوم  حالت  و   :)1( فعالیت  در  اوّل  حالت 
می شود.

توسط  مطلب  دو  یادآوری  نیازمند  فعالیت،  این  دادن  انجام   :)2( فعالیت 
معلم است:

A

B C
H

A

B C
a

c b

B

A

C
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1 عمودمنصف های اضلاع هر مثلث در یک نقطه همرس اند؛

2 نقطه همرسی عمودمنصف های اضلاع هر مثلث، مرکز دایره محیطی مثلث است. پس از یادآوری 

این مطالب، دانش آموز به این نتیجه می رسد که مرکز دایره محیطی در این شکل، وسط وتر BC در مثلث 
A محاطی است، پس باید روبه رو به 

∧
A مساوی °90 است و همچنین 

∧
قائم الزاویه ABC است؛ و چون 

قطر دایره باشد؛ یعنی وتر مثلث ABC همان قطر دایره است. معلم در پایان، بر نتیجه این فعالیت چنین تأکید 
می کند: »در هر مثلث قائم الزاویه، نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه روبه روی آن ضلع، برابر است با 

اندازه قطر دایره محیطی مثلث.«

فعالیت )3(: دانش آموزان در این فعالیت با پاسخ به موارد 1 و 2 و 3 و 4، حالت دوم قضیه سینوس ها 

) را اثبات می کنند. )A ABC
∧

< °90 در مثلث دلخواه 
∧D محاطی روبه روی کمان AB و اندازه آنها برابر با  ∧C و  1 زاویه های 

نصف کمان AB است.
2 مثلث ABD در رأس A قائم الزاویه است؛ چون محاطی روبه رو به 

قطر است.
3 با توجه به قسمت های 1 و 2 داریم:

sin sin , sin sin
sin

AB c c
C D D C R

BD R C
= = ⇒ = ⇒ = 2

2
 

4 دانش آموز در این قسمت به طور مشابه به این نتایج دست می یابد:

,
sin sin

a b
R R

A B
= =2 2  

5 دانش آموز با پاسخ گویی به سؤالات این قسمت، قضیه سینوس ها در 

) را اثبات می کند؛ نقطه ای دلخواه  )A ABC
∧

> °90 حالت سوم یعنی مثلث 
(  ′A) روی کمان BC را در نظر می گیرد و آن را به B و C وصل می کند. 

زاویه های A و ′A نسبت به یکدیگر مکمل اند؛ زیرا:
 

   BA C BAC BA C BAC
A A
∧ ∧ ′ ′ +′+ = + = = = °360

180
2 2 2 2

A

D

B C

c

a

b

O

bc a

A

C

B

A ′
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A حاده است.
∧
′ A است پس 

∧
> °90 و چون 

sin sin( ) sinA A A
∧
′ ′= − =180 می دانیم: 

اکنون در مثلث A′BC، طبق نتیجه قسمت )3(، می توانیم بنویسیم:   

sin sin
a a

R R
A A

= ⇒ =
′

2 2

بنابراین: در هر مثلث دلخواه، نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه روبه روی آن، برابر است با قطر 
دایره محیطی مثلث.

معلم در ادامه، قضیه سینوس ها را بیان می کند.
قضیۀ سینوس ها: در مثلث ABC با اضلاع AC = b ،BC = a و AB = c داریم:

sin sin sin
a b c

R
A B C

= = = 2  

که R شعاع دایره محیطی مثلث است.
ــ مثال 1: این سؤال به کمک قضیه سینوس ها حل می شود و برای زاویهٔ B دو جواب به دست می آید. 

B قابل قبول نیست؛ چون مثلث ABC نمی تواند دو زاویه منفرجه داشته باشد.
∧

= °135

ــ مثال 2: این مثال، یک مثال کاربردی از قضیه سینوس هاست که با الگوسازی و رسم مثلث حل می شود.
»در کار در کلاس«، مسئلهٔ کاربردی دیگری از قضیه سینوس ها آورده شده که دانش آموزان، با تکمیل 

راه حل، فاصله دو نقطه A و B در دو طرف رودخانه را به دست می آورند:

( )
sin

sin sin sin ( ) sin sin( )
BC AB BC AB BC C

AB
A C B C C B C

×= ⇒ = ⇒ =
− + +180

 

اینکه مجموع زاویه های داخلی هر مثلث  به  با توجه  این نکته استفاده می شود:  از  این مسئله  در حل 
°180 است، داریم:

( )A B C A B C
∧ ∧ ∧ ∧∧ ∧

+ + = ° ⇒ = − +180 180  
در ادامه حل سؤال، با جای گذاری اندازه های داده شده در فرمول، طول تقریبی AB به دست می آید:
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sin /
sin( ) sin( ) sin

AB
× ××= = =

+ −

3 3
3 33 60 2 2 3 39

60 70 180 50 50


D

E

A

C

B

حل تمرین های درس اوّل

1 از سمت راست تساوی شروع می کنیم و به سمت چپ تساوی می رسیم. در حل این سؤال از روابط 

طولی در مثلث قائم الزاویه، که در ابتدای درس یادآوری شد، استفاده می کنیم.

. . . a a

HC BH a
a HC a BH a HC BH a HC BH ab c h h

+ + = + = + = × = × =  2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

H CB

A

c
b

a

2 در حل این سؤال باید سینوس °105 را به دست آوریم.

30° 45°

20Km

??
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( )sin sin ( ) sin( )° = − + = + =105 180 30 45 30 45  

sin cos cos sin +× + × = × + × = + =1 2 3 2 2 6 2 6
30 45 30 45

2 2 2 2 4 4 4
 

sin
sin sin sin sin

x y
x

×× −= = ⇒ = = = ×
+ + −

1
2020 20 30 40 2 62

30 45 105 105 2 6 2 6 2 6
4

 

( ) ( )−
= = −

−

40 2 6
10 6 2

4
 

sin
sin

y
×× −= = = × = −
+ + −

2
2020 45 40 2 2 62 20 3 20

105 2 6 2 6 2 6
4
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قضیه کسینوس ها

درس  دوم

اهداف درس

در پایان این درس از دانش آموز انتظار می رود بتواند:
1 قضیه کسینوس ها در هر مثلث را بیان کند؛

2 اثبات قضیه کسینوس ها در هر مثلث را نشان دهد؛

3 نمونه هایی از کاربرد قضیه کسینوس ها در زندگی را مثال بزند؛

4 مسائلی را که در حل آنها از قضیه کسینوس ها استفاده می شود از دیگر مسائل تمییز دهد.

روش تدریس درس دوم

در ابتدای تدریس، معلمّ می تواند با طرح این سؤال، ذهن دانش آموزان را آماده کند: می دانیم در مثلث 
قائم الزاویه رابطه ای بین اضلاع وجود دارد. آیا تا به حال فکر کرده اید که ممکن است در هر مثلث دلخواه، 

بین اضلاع رابطه ای باشد.
در فعالیت )1( هدف این است که دانش آموز با تکمیل جاهای خالی برای هر مثلث دلخواه ABC در 

برسد که قضیه  نتیجه  این  به   ( , )A A
∧ ∧

> <90 90  دو حالت 
کسینوس ها در هر مثلث دلخواه برقرار است.

رسم  را   BH ارتفاع   ،(A
∧

< 90 )  ABC مثلث  در  ــ 
مثلث  در  مثلثاتی  نسبت های  کمک  به  دانش آموز  کرده ایم. 

قائم الزاویه، جاهای خالی را تکمیل می کند.

B

H
CA

c a

b
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cos .cos , .cosAH
A AH c A CH b AH b c A

c
= ⇒ = = − = −  

sin .sinBH
A BH c A

c
= ⇒ =  

: ( .sin ) ( .cos )BHC BC BH CH a c A b c A∆ = + ⇒ = + −2 2 2 2 2 2  
 a2 = b2 + c2 - 2bc cosA رابطه )sin2A + cos2A = 1) در ادامه به کمک اتحادهای جبری و اتحاد مثلثاتی

به دست می آید. 

( .sin ) ( .cos ) sin cos .cosa c A b c A c A b bc A c A= + − = + − +2 2 2 2 2 2 2 22  

(sin cos ) cos cosc A A b bc A a c b bc A= + + − ⇒ = + −2 2 2 2 2 2 2

1

2 2


 
A)، ارتفاع BH را رسم می کنیم. با 

∧
> 90 ) ABC در قسمت بعدی فعالیت )1( با درنظرگرفتن مثلث

توجه به اینکه زاویه A1 خارجی رأس A است، داریم:

sin sin

cos cos

A A
A A

A A

∧
∧ ∧

∧

 == − ⇒ 
 = −

1
1

1

180  )1(  

CAH

B

a

b

c

1

در مثلث ABH با نوشتن تعریف نسبت های مثلثاتی داریم:

 cos ,sin .cos cosAH BH
A A AH c A c A

C C
= = ⇒ = = −1 1 1 , .sin .sinBH c A c A= =1  

CH = b + AH = b - c.cosA

∆BHC  : BC 2= BH   2 + CH   2 ⇒  a2 = )c.sinA(2 + )b  -c.cosA(2 =  

)1( )1(
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sin cos .cos (sin cos ) cosC A b bc A c A C A A b bc A+ − + = + + −2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2 2


 
cosa c b bc A⇒ = + −2 2 2 2  

ــ در پاسخ به سؤال آخر این فعالیت، دانش آموز در می یابد که اگر زاویه A قائمه باشد، پس کسینوس 
مثلث  در  فیثاغورس  رابطه  همان  که  می آید  در   a2  =  c2  +  b2 به صورت  رابطه  و  می شود  صفر   A زاویه 

قائم الزاویه است.
پس از انجام دادن فعالیت توسط دانش  آموز، قضیه کسینوس ها توسط معلم بیان می شود.

قضیه کسینوس ها: در هر مثلث، مربع اندازه هر ضلع برابر است با مجموع مربع های اندازه های دو ضلع 
دیگر، منهای دو برابر حاصل ضرب اندازه آن دو ضلع در کسینوس  زاویه بین آنها.

a2 = b2 + c2-2bc.cosA  b2 = a2 + c2-2ac.cosB  
c2 = a2 + b2-2ab.cosC  A

B C

bc

a

در ادامه، یک مثال کاربردی از قضیه کسینوس ها مطرح و پیشنهاد می شود معلم از ابتدا مسافتی را که 
هر قایق پس از نیم ساعت طی می کند از دانش آموزان سؤال کند و اعداد حاصل را برروی شکل )برحسب 

واحد کیلومتر( بنویسد.

A B
?

120°
30 km

50 km

O

ــ در سؤال 1 »کار در کلاس«، دانش آموز به این نتیجه می رسد که اگر در مثلثی اندازه دو ضلع و زاویه 
بین آنها مشخص باشد، آنگاه به کمک قضیه کسینوس ها می توان اندازه ضلع سوم را به دست آورد.

( ) ( ) ( ) cosBC = + + − × × + ×2 2 22 2 6 2 2 2 2 6 2 60  
( ) ,BC BC BC⇒ = + + − − ⇒ = = =2 2 28 8 2 12 2 12 4 12 12 2 3  
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C به دست می آید.
∧

ــ در سؤال 2 »کار در کلاس« به کمک قضیه سینوس ها، اندازه 

sin
sin sin sin sin

c a
C C

C A C

∧×
= ⇒ = ⇒ = = ⇒ =

3
2 22 2 2 3 22 45

60 22 3
  

( )B
∧

⇒ = − + =180 60 45 75  

حل تمرین های درس دوم

1 الف(

BC  2 = AB 2 + AC   2-2AB.AC.cosA  
BC  2 = 202+ 152 - 2× 20 × 15 × cos60 ⇒  
BC = + − =2 400 225 300 325  , BC = =325 5 13  (m) طول درخت  

B

C

A

60°

a

b
c

2 2

6
2

+

20m

15m

C

A BH

60°
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ب( قسمت ب سؤال را می توان به دو روش حل کرد:

روش اوّل( استفاده از قضیه سینوس ها

sin /
sin sin sin
AC BC

B
B A B

×
= ⇒ = ⇒ = =

3
1515 5 13 3 32 0 72

2 133 5 13
2

  

به کمک ماشین حساب
sin /B B

∧
⇒ →0 72 46 

 

روش دوم( استفاده از قضیه کسینوس ها
( ) ( ).cos cosB B= + − × × ⇒ = + −2 2 215 20 5 13 2 20 5 13 225 400 325 200 13 ⇒ 

cos cos /B B= ⇒ = × =5 13 5 13
200 13 500 0 69

262 13 13
  

cos /B B
∧

→0 69 46 

به کمک ماشین حساب
 

پ( 

sin CH
A CH

AC
= ⇒ = × =3 15 3

15
2 2

 
2

ABD
∆

 ,  72 = 82 + x2 - 2 × 8 × x × cos 60°  
49 = 64 + x2 - 8x ⇒  x2 - 8x + 15 =0 ⇒  )x  -  3()x  -  5( =0 ⇒  

CD BDx
x

x
>=

→ = =

3
3

5
⇒ ق ق   DC = 8-3 = 5  A

E

CB D

7

8

60°60°

8 8α

?

x
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برای به دست آوردن فاصله نقطه E از D، دو روش مطرح می شود:
روش اول(

EC = DC = 5 ⇒ EDC
∆

C ,  متساوی الساقین E D
∧ ∧ ∧ −= ⇒ = = =180 60

60 60
2

   ⇒  
 EDC

∆
⇒ متساوی الساقین   ED = 5  

روش دوم(
ED2 = 52 + 52 - 2 × 5 × 5 × cos 60° = 25 +  25 - 25 = 25 ⇒  ED = 5  
AED

∧
= − =180 60 120  

3

.
/

AB km
d V t

AC km

= × =
= ⇒  = × =

60 1 60

40 0 5 20
 
 

BC    2 = AC  2 + AB  2 - 2AC .AB . cos 150°  
cos( )BC = + − × × × − = + + × = +2 2 2 3

60 20 2 60 20 180 30 3600 400 2400 4000 1200 3
2  

cos( )BC = + − × × × − = + + × = +2 2 2 3
60 20 2 60 20 180 30 3600 400 2400 4000 1200 3

2
/BC⇒ = +4000 1200 3 77 96

 

B

A

C

30°

30°

150°

60

20
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4

∆AMC , 
cos

( ) cos( )a a
b AM AM

− α

= + − × × × − α2 2 2 2 180
2 2



   

∆AMB , ( ) cosa a
c AM AM= + − × × × α2 2 2 2

2 2
   

طرفین تساوی های 1 و 2 را با یکدیگر جمع می کنیم. اکنون داریم:

a
b c AM+ = +

2
2 2 22

2
)قضیه میانه ها(   

BC = 8 و AC = 6 و AB = 4 حالت خاص؛

AM AM AM AM AM+ = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =
2

2 2 2 2 2 28
6 4 2 36 16 2 32 2 20 10 10

2

5 برای اثبات قضیه استوارت؛ از طرف راست تساوی شروع 
می کنیم و با جایگذاری، به طرف چپ تساوی می رسیم. 

B

A

D
C

α 180− α°

α 180− α
°B

A

C

b

c

M
a
2

a
2a

می دانیم:
 ∆ADB , AB2 = AD2 + BD2 - 2AD.BD.cosα     

∆ADC , 
cos

. .cos( )AC AD DC AD DC
− α

= + − − α2 2 2 2 180


     

جایگذاری AB2.DC + AC  2.DB  : طرف راست
1 و 2  

(AD2+BD2-2AD.BD.cosα) .DC +  (AD2 + DC  2 + 2AD.DC.cosα ).DB      =  
AD2.DC + BD    2.DC - 2 .AD BD .DC.cosα + AD2.DB+DC              2.DB + 2 .AD DC .DB.cos       α= 

1

1

2

2
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AD2)DC + DB) + BD. DC (BD + DC) = AD2. BC + BD. DC. BC  
پس  است  میانه   AM می گیریم، چون  نتیجه  را  میانه ها  قضیه  درستی  استوارت،  قضیه  کمک  به 

a
BM MC= =

2

AB2 . MC + AC  2. MB = AM  2 . BC + BM. MC. BC : قضیه استوارت
a

BM MC= =
→2  

. . . . .a a a a
c b AM a a+ = + ⇒2 2 2

2 2 2 2
 

B

A

C
M

c
b

a

α
a
2 a

2

180− α°

قضیه میانه ها: 

a
2

( ) a
c b+ =2 2

2
( . )a a

AM b c AM+ ⇒ + = +
2 2

2 2 2 22 2
2 2

 
6 حل مسئله 2، با استفاده از قضیه استوارت

ABC 82: قضیه استوارت در مثلث * DC + 82 * BD = 72 * 8 + BD . DC * 8 ⇒  

( )DC BD+2

8

8


 = 72 * 8 + BD .)8-BD(  * 8 
÷→8  

64 =49 + 8BD - BD2 ⇒  BD2 - 8BD + 15 = 0 ⇒  

( )( ) DC BDBD BD
BD BD

BD DC
>= =

− − = ⇒ →
= = − =

3 3
3 5 0

5 8 3 5
 

ADC 5 * 72 + 3 * 52: قضیه استوارت در مثلث = DE             2 * 8 + 3 *  5 * 8  ⇒  75 + 245 = 8 DE    2 + 120⇒  

DE DE DE= ⇒ = = ⇒ = =2 2 200
8 200 25 25 5

8
 

A

E

CB D

7
8

3

8

5

5

60°

α

x
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قضیۀ نیمسازهای زاویه های داخلی و محاسبۀ طول نیمساز ها

درس  سوم

اهداف درس

در پایان این درس از دانش آموز انتظارمی رود که بتواند:
1 قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث را بیان کند؛

2 قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث را اثبات کند؛

3 با استفاده از قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث، مسائل مرتبط را حل کند؛

4 قضیه طول نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث را بیان کند؛

5 با استفاده از قضیه طول نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث، مسائل مرتبط را حل کند.

روش تدریس درس سوم

در این درس معلم دو مطلب را آموزش می دهد: 1ــ قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث؛ 2ــ قضیه 
محاسبه طول نیمسازهای زاویه های داخلی هر مثلث.

1  برای اثبات قضیه نیمسازهای زاویه های داخلی، از 

نقطه C خطی موازی با نیمساز AD رسم می کنیم تا امتداد 
AB را در نقطهٔ E قطع کند.

A

B D
C

E

1 2
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الف و ب(

BE A E

AC A C E C AEC

A A

∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∆

∧ ∧

⇒ = 
⇒ = ⇒ = ⇒

=


1

2

1 2

AD   ||EC مورب )قاطع( و
AD   ||EC مورب )قاطع( و

طبق فرض AD نیمساز است
 AE = AC ⇒ متساوی الساقین 

ج( با توجه به قضیه تالس در مثلث EBC داریم:

|| BD AB AB
AD EC

CD AE AC
                 = ⇒

قضیه تالس  

مثالی که در ادامه آورده شده است، نشان می دهد که با معلوم بودن اندازه های سه ضلع هر مثلث، می توان 
طول قطعاتی که هر نیمساز روی ضلع مقابل ایجاد می کند را محاسبه کرد.

حل »کار در کلاس« نیز مشابه مثال داده شده است. با رسم نیمساز زاویه C داریم:

BD BD AD
AD AD AD

+ += ⇒ = ⇒ =8 8 5 13 7

5 5 5
 

AD
×⇒ = =7 5 35

13 13
 

BD
−= − = =35 91 35 56

7
13 13 13

 

2 محاسبه طول نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث

در مثلث ABC برای محاسبه طول نیمساز داخلی زاویه AD ،A را امتداد می دهیم تا دایره محیطی مثلث 
را در E قطع کند و E را به C وصل می کنیم.

اکنون داریم:
E زیرا محاطی رو به یک کمان است. B

∧ ∧
= الف( 

ب( مثلث های ABD و AEC متشابه اند؛ زیرا:

A

B

DC

5

7

8

A

B

E

CD

1 2

)1( 

1

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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A A

AC
B E

∧ ∧

∧ ∧

= 

= =


1 2

2

)ز، ز( 
 ABD AEC

∆ ∆
  

AC AE EC
AD AB BD

= = پ( نسبت های اضلاع متناظر: 
ت( از تناسب اوّل نتیجه می گیریم:

 AB.AC = AD. AE جایگذاری  AD)AD + DE( = AD2 + AD.DE  
می دانیم AD. DE = BD. DC زیرا طبق قضیه فصل )2(، از تشابه دو مثلث ABD و CDE داریم:

AC
B E

D D

∧ ∧

∧ ∧


= = 




= 1 2

2

متقابل به رأس اند

)ز، ز( 
 . .AD BD
ABD CDE AD DE BD DC

DC DE

∆ ∆
⇒ = ⇒ =  

AD2 = AB. AC - BD. DC بنابراین:  
و این یعنی )قضیه 2(: در هر مثلث، مربع اندازه هر نیمساز داخلی برابر است با حاصل ضرب اندازه دو 

ضلع زاویه، منهای حاصل ضرب اندازه دو قطعه ای که نیمساز روی ضلع مقابل ایجاد می کند.
برای حل مثالی که در ادامه مطرح می شود از دو قضیه 1 و 2 استفاده می شود.

حل تمرین های درس سوم

)MB = MC  ( BC وسط M است: فرض و AMB نیمساز زاویه MQ و AMC نیمساز زاویه MP 1
PQ    ||BC : حکم  

AMحل(  AP
MP

AP AQMC PC
AM AQ PC QBMQ
MB QB

⇒ =  ⇒ =
⇒ =


نیمساز زاویه AMC است

نیمساز زاویه AMB است
 

عکس قضیه تالس
PQ   ||BC  

A

B C
M

PQ
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 2

CD : AD نیمساز زاویه C است AD DB
DB DB

+ += ⇒ =4 4 10

10 10  →  

DB AD
DB

×= ⇒ = = = − =14 7 7 10
5 7 5 2

10 14
 

AD 3 نیمساز زاویه A است.

الف( چون نقطه D روی نیمساز زاویه A قرار دارد. طبق خاصیت نیمساز، از دو ضلع زاویه A به یک 
DH = DH′ فاصله است؛ یعنی

ب( 

( )

( )

ABC

ACD

ABC

ACD

DH ABS AB
S ACDH AC

AB BD
AC CD

BD AHS BD
S CDCD AH

∆

∆

∆

∆

′× 
= = 

×
 ⇒ =
′′×
= = 

′′× 


1
2 1
1
2
1
2 2
1
2

 

C

A

D

B

4

10

7

A

B CD

H
H ′

H ′′

21
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اهداف درس

از دانش آموز انتظار می رود که در پایان این درس بتواند:
1 قضیه هرون را تبیین کند؛

2 توضیح دهد چه موقع از قضیه هرون استفاده می شود؛

3 نشان دهد مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه های هر دو ضلع در سینوس 

زاویه بین آنها؛
4 با معلوم بودن اندازه مساحت هر مثلث و اندازه هر ضلع، اندازه ارتفاع نظیر آن ضلع را به دست آورد.

روش تدریس درس چهارم

ــ در این درس معلم می تواند با یادآوری مسئله ای از کتاب هندسه )1(، که در آن اندازه های اضلاع مثلث 

قضیۀ هرون )محاسبۀ ارتفاع ها و مساحت  مثلث(

درس  چهارم

A

y

B CH

13 15

14- x x

اندازه  سپس  و  مثلث  مساحت  است،  معلوم 
دانش آموزان  به کمک  را  مثلث  ارتفاع های 

محاسبه کند.
در  فیثاغورس  قضیه  از  استفاده  با  ــ 
 y x و  اندازه های   AHC AHB و  مثلث های 

به دست می آیند.
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:

: ( )

AHC CH AH x y

AHB BH AH x y

 ∆ + + + = ⇒ → 
∆ + = − + =  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

15 225

13 14 169

طرفین تساوی ها را 

از هم کم می کنیم
 x2 - )14 - x(2 = 56 

x x x x x− − + = ⇒ = + = ⇒ = =2 2 252
196 28 56 28 56 196 252 9

28
 

y = − = =2 215 9 144 12  

.S BC AH= = × × =1 1
14 12 84

2 2
 

  ،BC = a  که ،ABC پس از حل مسئله، معلم اشاره می کند که با به کار بردن همین روش در مثلث دلخواه
AB = c و AC = b نتیجه ای برای محاسبه مساحت مثلث به دست می آید که به قضیه هرون معروف است.

( )( )( )S P P a P b P c= − − − )دستور هرون(   

a نصف محیط مثلث است. b c
P

+ +=
2

که در این دستور 
با به دست آوردن مساحت مثلث، می توان ارتفاع نظیر هر ضلع را به دست آورد.

 . . b a
S

S a h h
a

= ⇒ =1 2

2
b و 

S
h

b
= 2 c و 

S
h

c
= 2  

O
bc

aB C

A

ah

در ادامه مثالی آورده شده که در آن به کمک دستور هرون، مساحت و ارتفاع های مثلث به دست می آید.

/bh
×= =2 84

11 2
15

 /ch
×= 2 84

12 9
13

    c = 13 , b = 15 , a = 14  
ــ »کار در کلاس« یک سؤال کاربردی است که در آن مزرعه کشاورزی به شکل چهارضلعی ای است 
که تنها دو ضلع آن برهم عمودند. با مشخص نمودن طول اضلاع این زمین، و با استفاده از دستور هرون، 

مساحت زمین به دست می آید.
به دست   ABD مثلث  در  فیثاغورس  از قضیه  استفاده  با   BD می کنیم. طول  D وصل  به  را   B الف( 

می آید.

⇒
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B

D

A

C90

50m

60m

80m

BD2= 602 + 802 = 3600 + 6400 = 10000 ⇒ BD = 100  

ABD
S ∆

×= =80 60
2400

2
ب(  

پ( مساحت مثلث CBD به کمک دستور هرون به دست می  آید.

P
+ += =100 50 90

120
2

   

CBDS = × × × = × × × × × × × × × ×3 2120 20 70 30 2 5 3 2 5 2 5 7 2 5 3  
= × × × = × × =7 4 2 3 22 5 3 7 2 5 3 14 600 14  

ت( مساحت زمین کشاورزی برابر است با:
( )S m= + 22400 600 14 4645  

ــ در فعالیت دستور دیگری برای محاسبه مساحت مثلث، به کمک نسبت های مثلثاتی به دست می آید.
در مثلث ABC، ارتفاع BH را رسم کرده ایم.

sin .sinBH
A BH C A

C
= ⇒ =  )1(  1

A

H

CB

b
c

a

2 مساحت مثلث ABC به کمک ارتفاع BH و جایگذاری رابطه )1( به دست می آید.
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( )
. . .sinABCS BH AC c b A= × =

11 1

2 2
	

در	نتیجه،	مساحت	هر	مثلث	برابر	است	با	نصف	حاصل	ضرب	اندازه	های	هر	دوضلع	در	سینوس	زاویه	
بین	آنها.

sin .sin .sinABCS bc A ab C ac B= = =1 1 1

2 2 2
	

ــ	در	»کار	در	کلاس«	سؤالی	مطرح	شده	است	که	در	آن	مساحت	مثلث	به	دو	روش	به	دست	می	آید:
A

B C

53

7

	با	استفاده	از	دستور	هرون	داریم؛ 1

P
+ += =5 7 3 15

2 2
	

( )( )( )S P P a P b P c⇒ = − − − = × × × =15 1 5 9 15 3

2 2 2 2 4
	

	مساحت	مثلث	ABC	را	می	نویسیم: . .sinS AB AC A= 1

2
	با	استفاده	از	دستور	 2

sin sinA A= × × × ⇒ =15 3 1 3
3 5

4 2 2
	

	از	مقایسه	نتایج	1	و	2،	اندازه	زاویه	منفرجه	A	به	دست	می	آید: 3

sinA A
∧

= ⇒ =3
120

2
 	

حل تمرین های درس چهارم

	 1

	 . cosBC AC AB AC AB A= + − = + − × × × = + − =2 2 2 2 2 1
2 6 10 2 6 10 36 100 60 76

2

BC = =76 2 19 	

sin
ABC

S AC AB A∆ = × × × = × × × =1 1 3
6 10 15 3

2 2 2
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sin
sin sin sin
AC BC

B
B A B

×
= ⇒ = ⇒ = = × =

3
66 2 19 3 3 19 3 572

383 2 19 2 19 19
2

 

BA

C

6

10

60°

20m

11m 13

15m

4m
α

β

1

2

m

P
+ += =1

4 15 13
16

2
  S = × × × =1 16 12 1 3 24   2

P
+ += =2

11 13 20
22

2
  S = × × × =2 22 11 9 2 66  

S = 24 + 66 = 90 کل  
cos cos= + − × × × α ⇒ = + − α2 2 215 4 13 2 4 13 225 16 169 104       

cos cos⇒ − α = ⇒ α = − = −40 5
104 40

104 13
     1  

 cos cos= + − × × × β ⇒ = + − β2 2 220 11 13 2 11 13 400 121 169 286       

cos cos⇒ − β = ⇒ β = = −
−
110 5

286 110
286 13

     2  

  
   
⇒α = β
1 2 و 
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 3

a
P = 3

2
  

( )( )( ) ( )a a a a a a a a
S a a a a a= − − − = − = × =

3
3 23 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 8 4
 

a a

a
4

ADE متساوی  الاضلاع A
∆ ∧

⇒ = 60  
cosBC = + − × × × = + − =2 2 28 6 2 8 6 60 64 36 48 52   BC = =52 2 13  

( sin )DECB
ABC ADE

S S S∆ ∆= − = × × × − × = × × × −21 3 1 3 3
8 6 60 1 8 6

2 4 2 2 4
  

= − =3 3 47
48 3

4 4 4
 A

ED

B

C

5

1

1

1

7

5 با نوشتن مساحت مثلث ABC به صورت مجموع مساحت های دو مثلث ABD و ADC، دستور 

دیگری برای محاسبه طول نیمسازهای زاویه های داخلی مثلث به دست می آید.

. .sin . .sin . .sinABD ACD
ABC

A A
S S S AB AC A AB AD AC AD∆ = + ⇒ = +1 1 1

2 2 2 2 2
 

. .sin .sin ( )A
AB AC A AD AB AC⇒ = +

2
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. .sin .cos . .cos. .sin

( ).sin ( ).sin

A A A
AB AC AB ACAB AC A

AD AD
A A AB ACAB AC AB AC

⇒ = = ⇒ =
++ +

2 2
2 2 2

2 2

 

⇒  )A نیمساز رأس( da 
.cos A

bc

b c
=

+

2
2  

)B نیمساز رأس( =
 

.cos
b

B
ac

d
a c

=
+

2
2                            )C نیمساز رأس( =

cos
c

C
ab

d
a b

=
+

2
2

 
 

b
c

a
D

A

B C

1 2

 ،COA و BOC و AOB به صورت مجموع مساحت های سه مثلث ABC 6  با نوشتن مساحت مثلث

فاصله نقطه O از رأس بزرگ تر به دست می آید.

P
+ += =5 6 7

9
2

 S = × × × =9 4 3 2 6 6  

ABC AOB BOC COA
S S S S x x∆ ∆ ∆ ∆= + + = × × + × × + × × = +1 1 1 7

2 5 3 6 7 14
2 2 2 2

 

x x x x
−⇒ = + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =7 7 12 6 28

6 6 14 6 6 14 7 12 6 28
2 2 7

 

O 65

7B C

A

3
2

x
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 BD طول ضلع ،BCD وصل می کنیم. سپس با استفاده از قضیه کسینوس ها در مثلث D را به B 7

را به دست می آوریم. به کمک قضیه کسینوس ها در مثلث BAD اندازه زاویه A به دست می آید. مساحت 
چهارضلعی ABCD نیز از تفاضل مساحت های مثلث های ABD و BCD به دست می آید.

cosBD BD= + − × × × = + + × = + =  = =2 2 2 1
7 7 2 7 7 120 49 49 98 98 49 147 147 7 3

2


cos cos cosBD A A A= + − × × × ⇒ + − = ⇒ =2 2 211 13 2 11 13 121 169 286 147 143 286  

cosA A
∧

⇒ = = ⇒ =143 1
60

286 2
  



sin sinABCD ABD CBDS S S= − = × × × − × × ×
3 3

2 2

1 1
11 13 60 7 7 120

2 2 

 = − =143 3 49 3 94 3

4 4 4

 

DB

C

A

1311

7 7120

8

روش اوّل
ارتفاع AH در متوازی الاضلاع ABCD را رسم می کنیم. با استفاده از دستور مساحت متوازی الاضلاع 

و استفاده از نسبت های مثلثاتی برای پیدا کردن طول ارتفاع متوازی الاضلاع، به حکم مسئله می رسیم.

. .sin
;sin .sin

ABCD

ABCD

S DC AH
S DC AD DAH

ADH D AH AD D
AD

= × 
 ⇒ =∆ = ⇒ = 

 

D C

BA

H

،



110

 روش دوم: با استفاده از رسم قطر متوازی الاضلاع و این نکته که مساحت دو مثلث حاصل با هم 
برابرند و همچنین دستور مساحت مثلث، به حکم مسئله می رسیم:

. .sin . .sinADC
ABCD

ABCD ADC

S AD DC D
S AD DC D

S S

=  ⇒ = × ×
= ×  

1
1

22
2

2  
. .ABCDS AD DC sinD⇒ =

 

D C

BA

9 به کمک قضیه کسینوس ها در مثلث ABC، موارد الف و ب و پ ثابت می شود. توجه شود که قسمت ها 

به صورت دو شرطی مطرح شده است؛ پس  لازم است دو طرف اثبات شود:
a2>b2+c2 آنگاه A

∧
> 90 الف( اگر 

cos cosA A bc A
bc

∧ > ⇒ < ⇒ − >          
                − < 

90 0 2 0 1
2 0



 
از طرفی طبق قضیه کسینوس ها داریم:

cosa b c bc A a b c= + −          > +2 2 2 1 2 2 22

  A
∧

> 90 بالعکس؛ اگر a2>b2+c2 باشد آنگاه 
a2=b2 +c  2-2bc cosA است. از طرفی طبق قضیه کسینوس ها داریم a2>b2+c2 طبق فرض

پس:
cos cosa b c b c bc A b c bc A> + ⇒ + − > + ⇒ − >2 2 2 2 2 2 22 2 0

 CosA A
∧

⇒ < ⇒ >0 90

 a2<b2+c2  آنگاه  A
∧

< 90 ب( اگر 

cos cosA A bc A
bc

∧ < ⇒ > ⇒ − <  
                − < 

90 0 2 01
2 0



از طرفی طبق قضیه کسینوس ها داریم: 
cosa b c bc A a b c= + − → < +12 2 2 2 2 22

 

AB CD BC AD

AB CE BC AE

+ = + 
⇒+ = + 

1

2
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 A
∧

< 90 بالعکس( اگر  a2<b2+c2آنگاه 
a2<b2+c2 قضیه

کسینوس ها
 b2+c2-2bccosA<b2+c2⇒-2bccosA<0

 

⇒cosA>0⇒ A
∧

< 90  
 a2=b2 +c  2 آنگاه  A

∧
= 90 پ( اگر 

cos cos cos ( )A A bc A
∧

= ⇒ = = ⇒ − =90 90 0 2 0 1 

 ( )cosa b c bc A a b c= + − → = +12 2 2 2 2 22

  A
∧

= 90 بالعکس؛ اگر a2=b2 +c  2 آنگاه 
 a2=b2+c2 قضیه

کسینوس ها
 b2+c2-2bccosA=b2+c2⇒-2bccosA=0⇒cosA=0⇒ A

∧
= 90  

 

10 به کمک نتیجه تمرین 9، حاده، قائمه یا منفرجه بودن زاویه A در هر یک از مثلث ها مشخص می شود. 

BC  =9 و AC  =6 و AB=10 )الف

a
a b c A

b c

∧= =  ⇒ < + ⇒ <
+ = + = + = 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

9 81
90

6 10 36 100 136



 BC  =9 ، AC  =4 ، AB=8 )ب

a
a b c A

b c

∧= =  ⇒ > + ⇒ >
+ = + = + = 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

9 81
90

4 8 16 64 80



 
BC  =17 ، AC  =15 ، AB=8 )پ

a
a b c A

b c

∧= =  ⇒ = + ⇒ =
+ = + = + = 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

17 289
90

15 8 225 64 289
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سؤالات ارزشیابی

با	 	علی،	حسین	و	رضا،	مطابق	شکل	مقابل	و	 1

فاصله	های	مشخص،	در	حیاط	مدرسه	ایستاده	اند؛
x	را	به	دست	آورید. الف(	اندازه	زاویه	

دایره	در	وسط	 نفر	روی	محیط	یک	 این	سه	 اگر	 ب(	
حیاط	قرار	گرفته	باشند.	شعاع	دایره	را	به	دست	آورید.

5

20°
100°

30° 45°

5
12

13

x

حسین

رضا علی

	مهندسی	می	خواهد	دو	سیم	را	مانند	شکل	روبه	رو	به	 3

نوک	میله	عمود	بر	زمین	وصل	کند.	اگر	فاصله	بین	دو	
سیم	روی	زمین	10	متر	باشد،	چند	متر	سیم	نیاز	است؟

زاویه	 دارای	 که	 مثلثی	 زاویه	های	 ابتدا	 راهنمایی: 
از	قضیه	 استفاده	 با	 کنید	و	سپس	 پیدا	 را	 منفرجه	است	

سینوس	ها	طول	اضلاع	مثلث	را	به	دست	آورید.

زاویه°	30	 با	 	40	cm طول	 به	 ساعتی	 پاندول	 	 4

جابه	جا	می	شود.	اندازه	مسیری	که	به	صورت	مستقیم	در	
یک	بار	حرکت	طی	شده	را	به	دست	آورید.

رابطه	 از	 و	 گرفته	 نظر	 در	 را	 مثلث	 راهنمایی:	
کسینوس	ها	استفاده	کنید.

	با	استفاده	از	ماشین	حساب	اندازه	اضلاع	مثلث	زیر	را	به	دست	آورید. 2
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 ABC برابر مساحت مثلث  AMN چند  AB است. مساحت مثلث  CN
AM AN

= = 1
3

5 در شکل زیر 

است؟
AC
AN

= 2
3

CN نتیجه می شود که 
AN

= 1
3

راهنمایی: از 

B

ACN

M

MNC متشابه اند. اگر نیمساز زاویه C در مثلث ABC ضلع AB را در نقطه 


ABC و 


6 دو مثلث 

P قطع کند، طول AP و CP را به دست آورید.

AD و 
AC

= 1
4

B و 
∧

= 60 ABCنیمساز زاویه B ضلع AC را در D قطع می کند. اگر 


7 در مثلث

 AB=8cm باشد، ضلع های مثلث را به دست آورید.
8 شعاع دایره ای که از رأس های مثلث زیر می گذرد را به دست آورید.

A

B C N

M
42

515

C

B

A
30°

22
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مقابل	 زاویه	 	7 و	 	5 و	 	3 اضلاع	 به	 مثلثی	 در	 	 9

بزرگ	ترین	ضلع	را	حساب	کنید.
	OA=OB=6 روبه	رو	 منتظم	 ضلعی	 هشت	 در	 	10

است.	مساحت	هشت	ضلعی	را	محاسبه	کنید.
راهنمایی:	زاویه	O	را	در	مثلث	OAB	حساب	کنید	

سپس	مساحت	مثلث	را	بیابید.

11	مثلث	روبه	رو	در	رأس	A	قائمه	است.	اگر	طول	

اضلاع	قائمه	3	و	4	سانتی	متر	باشد،	طول	نیمساز	AD	را	
حساب	کنید.

O

BA

O

A

B CD

DE	است. AB 12	در	شکل	زیر	AD	نیمساز	زاویه	A	است	و	

اگر	AB=8	و	AC  =12	باشد،	اندازه	AE	را	حساب	کنید.	
راهنمایی: از	قضیه	نیمساز	و	نسبت	تالس	هم	زمان	استفاده	کنید.

A

B CD

E

A

D
B

M
N

C

13	محیط	مثلثی	30	سانتی	متر	است.	نیمساز	یکی	از	زاویه	های	این	مثلث	را	رسم	می	کنیم.	این	نیمساز،	ضلع	

مقابل	زاویه	را	به	پاره	خط	هایی	به	اندازه	7/8	و	6/2	تقسیم	می	کند.	اندازه	کوچک	ترین	ضلع	مثلث	را	حساب	کنید.
14	اگر	AD	و	BM	و	CN	نیمسازهای	زاویه	های	مثلث	باشند،	حاصل	عبارت	زیر	را	به	دست	آورید.

AM CD BN
CM BD AN

× ×

را	  نیمسازها	 قضیه	 نیمساز،	 سه	 برای	 راهنمایی:	
را	 حاصل	 سؤال،	 در	صورت	 جایگذاری	 با	 و	 بنویسید	

حساب	کنید.
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15 در مثلث زیر طول میانه AM را حساب کنید.

راهنمایی: از رابط میانه ها استفاده کنید.

BC
AB AC AM+ = +

2
2 2 22

2
 

A

B
M

C

65

9

16 مساحت شکل زیر را به دست آورید.

12

13

4

3

17 در یک مثلث، طول های سه ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع متوسط، چهار عدد طبیعی متوالی است 

Aطول های ضلع های مثلث را حساب کنید.

B C



116

راه حل: اگر n طول یک ضلع مثلث باشد و اندازه ضلع های دیگر n  +1 و n   +2 باشد، اندازه ارتفاع 
وارد بر ضلع متوسط n  -1 خواهد شد زیرا باید از n کوچک تر باشد.

n
n

A

B C

-1

n+1

n+2

( )( )( )S P P a P b P c= − − −

             

( )( )P n n n n

n
P

= + + + = +
+=

2 1 2 3 3

3 3
2  

( )( ( )( ( )))n n n n
S n n n

+ + + += − − + − +3 3 3 3 3 3 3 3
1 2

2 2 2 2
 

( )( )( )( )( ) ( )( ) ( )n
S n n n n n n

+= + + + − = + −    3 3 1
1 3 1 1 3 1 1

4 4
 

از طرفی 
   

S  = 
__________قاعده×ارتفاع

2
 =

 

( )( ) ( )n n+ −   1 1
2

2
    

( )( )( ( ) ( )( ) n n
n n n

n
 + − ) = (  ) ⇒ + + − =            + ≠        

3 1 1
1 2 1 3 1

4 2 1 0
 

n n n+ − = −23
2 3 1

2

 
n n n+ − = −23 6 9 2 2

 3n2+6n-9=4n2+4-8n

      n2-14n+13=0
             n  =13                    n  -1=1-1=0  )قابل قبول نیست )غ ق ق

 (n-13)(n-1)=0
   n  =1                                                               

 nعدد طبیعی است
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دانستنی هایی برای معلمان

در این بخش، ابتدا »قضیه ژان سوا« را بیان می کنیم و سپس، برای آشنایی بیشتر با دستاوردهای هرون 
اسکندرانی، یادداشتی تاریخی درباره او می آوریم.

قضیه ژان سوا
اگر در مثلث ABC سه خط سوایی Ax و By و Cz در نقطه P متقارب )همرس( باشند، رابطه زیر برقرار 

است:

Bx Cy Az
xc yA zB

× × =1

 

CB

A

P
Z y

x

نسبت  برابر  آنها  مساحت های  نسبت  باشند،  برابر  ارتفاع های  دارای  مثلث  دو  اگر  می دانیم  حل: 
قاعده هاست.

ABx BPx ABx BPx ABP

Axc Pxc Axc Pxc APC

S S S S SBx
xc S S S S S

−
= = = =

−
همچنین می توان نوشت: 

,BPC APC

ABP BPC

S SCy Az
yA S zA S

= =

 
ABP BPC APC

APC ABP BPC

S S SBx Cy Az
xC yA zB S S S

× × = × × =1

 

13 15

12

14
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حال اگر این سه خط سوایی، نیمساز، ارتفاع یا میانه باشند، طبق قضیه صفحهٔ قبل تساوی برقرار است.
هرون اسکندرانی

یکی از ریاضی دانانی که دستاوردهای علمی اش در ریاضیات کاربردی چشمگیر داشت، هرون اسکندرانی 
است. در مورد دوره زندگی این دانشمند اختلاف زیاد است.

او در نیمه دوم قرن اول بعد از میلاد می زیسته و حدود 14 مقاله در ریاضیات کاربردی نوشته است. آثار 
هرون را به دو دسته تقسیم می کنند: مباحث هندسی و مباحث مکانیکی.

اندازه گیری  اثر،  این  موضوع  است.  شده  نوشته  مقاله  سه  در  که  است  »متریکا«  هرون،  اثر  مهم ترین 
مساحت مربع ها، مستطیل ها، مثلث ها، ذوزنقه ها، چهارضلعی های خاص دیگر، دایره و قطعه های آن و … 
است. فرمول بسیار استادانه این دانشمند در مورد محاسبه مساحت مثلث به وسیله اضلاع آن، در همین اثر 

آمده است.
آثار این دانشمند عبارت اند از:

1 پنوماتیکا: هرون در این اثر از 100 ماشین زمان خود یاد کرده و در مورد آنها مطالبی را نوشته است.

2 دیوپترا: این کتاب، توصیف مهندسی یک زاویه یاب مساحی است.

از ریاضی  آنها و استفاده  انواع  آینه ها، ساختن  این کتاب درباره خواص مقدماتی  3 کاتوپتریکا: در 

بحث شده است.
بدفهمی ها

بدفهمی ها یا همان برداشت های ناقص یا نادرست دانش آموزان از یک مفهوم، باعث سردرگمی و موفق 
نشدن دانش آموزان در حل مسائل ریاضی می شود. گاهی نیز، به دلیل ماهیت به هم پیوسته مفاهیم ریاضی، 

بدفهمی ها باعث ایجاد مشکل در یادگیری های بعدی دانش آموزان می شود.
آگاهی درست دانش آموزان از اشتباهات و بدفهمی هایی که در یادگیری و حل مسئله های ریاضی دارند، 
به درستی دریابد که  آنان است. وقتی دانش آموز  عامل تعیین کننده برای رشد عملکرد و پیشرفت ریاضی 
دلایل و ریشه های بدفهمی و راه حل غلط او در کجا است و خود با راهنمایی های معلم درصدد تصحیح آنها 
برآید، بدون شک تجربه مهمی را در یادگیری ریاضی کسب کرده است که در موقعیت های دیگر یادگیری و 

حل مسائل ریاضی به او کمک خواهد کرد.
دچار  فصل  این  در  آنها  به  پاسخ  در  بدفهمی،  دلیل  به  دانش آموزان،  معمولاً  که  سؤالاتی  ادامه،  در 
مشکل اند، بیان می شود. ایجاد فرصت آشنایی با بدفهمی ها و مثال هایی از این گونه، به دانش آموزان کمک 
می کند تا درک بهتری از مفهوم به دست آورند و بدفهمی خود را اصلاح کنند و دانش خود درباره فرایندها 

را افزایش دهند.
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2	سانتی	متر	و	زاویه	مقابل	آن	°30	است.	اگر	ضلع	دیگر	مثلث	برابر	با	6سانتی	متر	 3 	ضلع	مثلثی	برابر	با	 1

باشد،	زاویه	مقابل	آن	را	به	دست	آورید.

sin sin
a b
A B

=

 

sin
sin sinsin

A
A A

= ⇒ = ⇒ = = =6 2 3 6 2 3 6 3 3
1 230 4 3 2 3
2



 
زاویه	مورد	نظر	چند	درجه	است؟

دانش	آموزان	اغلب	پاسخ	می	دهند	که	زاویه	60	درجه	است.	اما	دو	زاویه	)بین	0	و	180(	وجود	دارد	که	

	است؛	بنابراین،	این	زاویه	می	تواند	60	و	یا	120	درجه	باشد. 3
2

سینوس	آن	
در	رسم	زیر	وجود	این	دو	زاویه	را	نشان	می	دهیم.	ابتدا	یک	زاویه	°30	رسم	می	کنیم	و	یک	ضلع	آن	را	
2	کمانی	می	زنیم.	این	کمان	در	دو	نقطه	ضلع	دیگر	زاویه	 3 6	سانتی	متر	جدا	می	کنیم.	از	نقطه	C	به	شعاع	

را	قطع	می	کند.

30°

120°

60°

B C

	دو	زمین	کوچکی	به	شکل	مثلث،	با	یک	دیوار	به	طول	13	متر،	مطابق	شکل،	از	هم	جدا	شده	است.	 2

شود،	 تبدیل	 زمین	 یک	 به	 زمین	 دو	 دیوار،	 برداشتن	 با	 اگر	 است.	 شده	 مشخص	 شکل	 در	 زمین	ها	 ابعاد	
مساحت	آن	چقدر	است؟

نشان	دهید	دیوار	مشترک،	با	لبه	های	4	متری	و	11	متری،	زاویه	های	برابر	می	سازد.	)β	=	α(	)تمرین	2	
درس	چهارم(



120

4m

15m

20m

13m
11m

β

α

2

1

P
+ += =1

11 13 20
22

3
 S = × × × =1 12 11 9 2 66  

P
+ += =2

4 15 13
16

2
 S = × × × =2 16 12 1 3 24  

S  =S1+S2=66+24=90
 

sin sin sin
sin

sin sin

S

S

= × × × β = × × × β β⇒ ⇒ = α= × × × α = × × × α

1

2

1 1
13 11 66 13 11 66 112 2

24 41 1
13 4 24 13 4

2 2

 

sin
sin

β ×⇒ = =
α ×

66 4
1

24 11
 

پس از اینکه دانش آموز در حل مسئله به نتیجه فوق رسید، به اشتباه از تساوی سینوس های دو زاویه، 
تساوی زاویه ها را نتیجه می گیرد:

sinβ =sinα ⇒ α=β
در اینجا لازم است معلم به این مهم اشاره کند که در این دو مثلث اگر sinα =sinβ آنگاه نمی توان نتیجه  

گرفت که α=β زیرا امکان دارد زاویه های α و β مکمل یکدیگر باشند.

حل: حل زیر توسط دانش آموز انجام شده است:
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